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SOMMAIRE

Les prévisions du bruit rayonné par une structure vibrante a partir de données calculées
ou mesurées intéressent de nombreux industriels, qui dés le stade de la conception,
peuvent prévoir, analyser et éventuellement corriger les nuisances sonores engendrées
par un objet vibrant. Grace aux récents développements des moyens numériques, les
travaux de recherche dans les domaines liés a I’acoustique ont fortement progressé. Ils
ont conduit a des logiciels de calcul basés sur les méthodes des éléments finis «MEF» ou
des Eléments Finis de Frontiére <BEM» qui nécessitent cependant des investissements
importants : calculateurs puissants et utilisateurs avertis.

Le présent travail consiste en I’étude du comportement «Elastoacoustique» d’une
structure avec un milieu fluide environnant, représenté généralement par 1’air ou I’eau.
Du point de vue purement physique, ce probléme est représenté par deux entités
mécaniques qui interagissent entre elles lors de leur évolution. Plus précisément, le
mouvement de la structure est influencé par les ondes acoustiques qui exercent des
efforts qui lui sont transmis via D'interface, et réciproquement, le mouvement de la
structure influence 1’état du fluide par les déplacements transversales de I'interface qui
par la suite engendrent des perturbations dans le fluide. Ainsi, la partie fluide du systéme
¢élastoacoustique, dans le cas du probléme extérieur de Helmholtz, sera délimitée par une
frontiere absorbante sur la quelle nous imposons une condition de type Dirichlet to
Neumann «DtN». Elle remplace la condition de rayonnement de Sommerfeld. Cette
représentation nous a permis de résoudre numériquement le probléme d’interaction par
FEM aprés avoir entouré la structure rayonnante par une frontiére artificielle positionné
a une distance bien définie de celle-ci. Par ailleurs, cette nouvelle approche a été mise au
point sous forme d’un code "Helmholtz" 2D et 3D. Nous avons aussi adapté le code
Matcher du groupe GRANIT pour élaborer le code "Rayonnement” capable de
solutionner les problémes d’élastoacoustique.

La résolution numérique nous a permis de déterminer non seulement le champ de
pression du fluide environnant mais aussi le champ de déplacement transversal de la
structure rayonnante. Différents cas de tests sont traités pour le cas de rayonnement
rigide et élastique en 3D.
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ABSTRACT

The prediction of sound radiated by a vibrating structure using measured or calculated
data is of interest in many industries, because it allows predicting, analyzing and
correcting the harmful sound effects generated by a source. Numerical methods for
solving acoustical radiation problems such as the Finite Element Method «FEM» or the
Boundary Element Method «BEM» have been developed but still face numerical
difficulties in 3D and for high frequencies.

This work deals with the finite element analysis of acoustic fluid-structure interaction.
From the physical point of view, this problem is represented by two mechanical
subsystems which interact during their evolution. More precisely, the movement of the
structure is influenced by the acoustic waves which exert efforts through the interface.
Reciprocally, the movement of the structure influences the state of the fluid by the
displacements of the interface which involves the fluid in its movement.

The fluid domain is remplaced by an effictive absorbing boundary Dirichlet to Neumann
«DtN» for the exterior acoustical problem. This enables to numerically solve the coupled
problem by FEM after having surrounded the scatterer by an artificial boundry
positioned at a well defined distance of the radiant surface.

In addition, this new approach is coded for 2D and 3D Helmholtz problems. We also
adapted the Matcher code of the GRANIT group to the later one; therfore we obtain

"Rayonnement” code which enables to solve elastoacoustical problems.

The numerical resolution determines not only the pressure field of the surrounding fluid
but also the displacement field of the radiating structure.

Various test cases have been treated for the rigid and elastic radiation case in 3D.
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INTRODUCTION

Problématique

Nombreux sont les domaines ou une structure est amenée 2 interagir avec un milieu
fluide environnant. On peut citer a titre d’exemple les industries aéronautique et navale

ou le probléme se pose de maniére courante.

I’ expérience montre que la présence du fluide modifie les caractéristiques de résonances
de la structure en rendant critique certains modes vibratoires. D’autre part, cette
presence est responsable du rayonnement des ondes sonores, qui produisent des bruits
nuisant au confort de 1’étre humain. Ces problémes de nuisances dus au bruit deviennent
tout particulierement préoccupant a notre époque sachant qu’en milieu de travail la lutte

contre ces bruits utilise uniquement des moyens correctifs.

Pour prédire correctement ces phénomenes, il est nécessaire de développer des méthodes
de calcul capables de prendre en compte le couplage entre le fluide et la structure
vibrante. Les premiéres tentatives effectuées dans ce domaine ont €té d’ordre analytique
et se limitent aux cas de structures de formes géométriques simples telles que les plaques

[7, 15, 16] et les coques cylindriques ou sphériques [7, 15, 17].

Seules les méthodes numériques, telles que les méthodes d’éléments finis et des
équations intégrales [1, 2, 18] se sont révélées capables de résoudre le cas des structures

réelles de formes quelconques.

Ainsi, des laboratoires spécialisés se sont intéressés au probleme général
d’élastoacoustique et ont pu développer des outils de calcul d’aide a la conception de
machines plus silencieuses. Ces outils se basent soit sur la méthode des équations
intégrales de frontiere «BEM» pour traiter aussi bien les équations acoustiques et les

équations de structure, ou sur la BEM pour la partie acoustique et la méthode des



éléments finis «MEF» pour la partie structure. Destinés aux industriels, ces codes de
calculs permettent de prévoir, d’analyser et éventuellement de corriger les nuisances
sonores engendrées par une machine. Parmi les logiciels commerciaux les plus réputés

dans ce domaine, on trouve SYSNOISE et RAYON.

Les problémes de couplage fluide-structure en vibro-acoustique peuvent €tre classés en
deux grandes catégories : les problémes de couplage intérieur, tels que les vibrations de
réservoirs, remplis de liquides ou de gaz, ou le fluide occupe un domaine borné limité
par la structure, et les problémes de couplage extérieur telles que les vibrations d’engins
aéronautiques ou de submersibles ol la structure est immergée dans un milieu fluide

infini.

Dans le premier cas, les formulations les plus employées sont celles basées sur la
méthode des éléments finis, qui nécessitent la discrétisation du domaine occupé par le
fluide. Ces formulations ne se distinguent entre elles que par le choix des variables dans
le fluide qui peuvent étre le déplacement, la pression, le potentiel des déplacements ou

ces deux derni€res variables a la fois [8, 15, 17].

Dans le second cas, une des difficultés majeures, de point de vue purement numérique,
est liée au caractére infini du domaine de calcul. Une approche classique consiste 2
reformuler de maniere équivalente le probléme initial comme un probleéme posé sur la
frontiere de I’objet. C’est sur ce principe que repose la méthode des équations intégrales
de frontiere «<BEM». On se raméne alors a2 une représentation sous forme intégrale du
champ diffracté a ’aide de la fonction de Green [3, 4, 11]. Cette méthode présente
Pavantage d’éviter la discrétisation du domaine fluide, ce qui réduit en principe le cofit
des calculs. Mais elle apporte en méme temps deux inconvénients majeurs; le premier
est li€ a la singularité des intégrales, ce qui complique la mise en ceuvre numérique, et le
second réside dans la non symétrie du syst®¢me final. Cependant, les équations dérivant

de ce procédé sont définies par un opérateur pseudo-différentiel non local



Numériquement, cela se traduit par I'inversion d’un syst¢me linéaire plein. De plus,
lorsque la fréquence est élevée, il est nécessaire de mailler finement le domaine fluide.
Ceci a pour conséquence d’augmenter la taille du systéme a traiter et nécessite plus de

ressources informatiques.

De nos jours, de nouvelles techniques permettant de réduire le temps de calcul ont fait
leur apparition. Ces techniques concernent les conditions de surfaces absorbantes qui
incorporent d’une maniére exacte ou approchée la condition du champ lointain.
Les plus populaires d’entre elles sont :

» Dirichlet-to-Neumann «DtN» tronquée de Feng et Keller-Givoli [20,24],

» larecursion dans 'expansion d’ Atkinson-Wilcox de Bayliss et al. [20],

» la localisation des opérateurs pseudo-différentiels de !’approximation de Padé

d’Enquist et Majda [23] et
» 1’approche Perfectly Matched Layer « PML» de Bérenger [21].

Objectifs du mémoire

Dans ce mémoire, nous allons tenter de solutionner par la MEF le probleme de
rayonnement des structures simples telle que le piston circulaire, le piston rectangulaire
et la plaque simplement appuyée. Pour se faire, nous allons appliquer la méthode DtN au
probleme de Helmholtz extérieur avec des conditions aux limites absorbantes de
Bayliss-Gunburger-Turkel de second ordre. Les tests de validation et de jugement de
Pefficacité de cette technique seront faites principalement sur la page de fréquences

moyennes 100 a 1 000 Hz.

Contributions

¥ Optimisation du code Helmholtz 2D; et son validation pour le cas de la diffraction

sur un disque et un avion.



¥ Contribution 2 la mise en ceuvre totale du code Helmholtz 3D en particulier
I’implémentation de la condition DtN de Bayliss et Turkel du second ordre (BGT2) a
imposer sur la frontiere artificielle.

¥ Validation du code Helmholtz 3D pour le rayonnement des structures rigides.

¥  Adaptation du code de transfert de I’information entre la structure et le fluide appelé
Matcher du groupe GRANIT et implémentation de la méthode d’analyse modale.

¥ Mise en ouvre de routines traitants la condition d’interface et le calcul du niveau de
puissance acoustique et du facteur de rayonnement.

¥ Validation du code Rayonnement pour le cas de la plaque simplement appuyée.

¥  Analyse de sensibilité de la fréquence et de I’emplacement de la DIN.

Plan du mémeoire

Le présent mémoire est scindé en deux parties. La premiére partie, composée de six
chapitres, expose les différentes approches théoriques relatives au sujet de 1’acoustique
(fluide) et de 1’élasto-dynamique (structure). La deuxiéme partie est consacrée aux tests
numériques effectués avec les codes développés relatifs aux problémes de diffraction et

de rayonnement en 3D.

Ainsi, le premier chapitre expose les hypotheses nécessaires pour aboutir aux équations
classiques d’acoustique linéaire. Ces derniéres nous permettent de déduire I’expression
de I’équation d’Euler et celle de I’équation d’onde qui régit la relation entre les variables
spatiales et temporelles. Nous établissons a la fin de ce chapitre, pour le cas d’un régime

harmonique, 1’équation de Helmholtz.

Le second et le troisiéme chapitre sont consacrés a la diffraction d’ondes acoustiques
respectivement en 2D et 3D. Le deuxiéme chapitre est consacré a la résolution du
probléme extérieur en mettant I’emphase sur la condition artificielle non absorbante.
Nous présentons quelques unes des conditions aux limites les plus souvent utilisées sur

la fronticre artificielle et nous montrons comment obtenir la condition DtN sur laquelle



s’appuie ce mémoire. Nous établissons finalement la formulation variationnelle et la
discrétisation par la méthode d’éléments finis du probléme tronqué pour les deux
problémes. Nous exposons aussi les deux schémas de discrétisation de type Galerkin et

Galerkin 4 moindres carrés.

Le quatricme chapitre est consacré aux structures é€lastiques. Nous présentons les
différentes équations et lois qui les régissent. Ensuite nous établissons la formulation
variationnelle et la discrétisation en éléments finis de ce probléme.

Le chapitre cing expose les équations relatives au probléme de couplage d’une structure
élastique avec un fluide homogéne, parfait et compressible. Nous y élaborons la
formulation variationnelle et la discrétisation en éléments finis. Nous y présentons aussi

un algorithme itératif de résolution du couplage fluide-structure.

Au sixieme chapitre, nous présentons les différentes méthodes pour la résolution
numérique du systeme algébrique découlant de la discrétisation du probléme extérieur de
Helmbholtz. Nous exposons, en particulier, 1’algorithme GMRES pour les nombres
complexes préconditionné par les préconditionneurs ILUT et ILUO pour la résolution du

systeme d’équations discrets.

La partie des tests est consacrée a la validation du code 3D pour le rayonnement des
structures rigides en utilisant des problémes types tels que le probleme de la sphére
pulsante et celui du piston circulaire et rectangulaire bafflé. Aussi, nous traitons
numériquement, dans le dernier chapitre, le probléme d’interaction élasto-acoustique en
simulant le rayonnement d’une plaque élastique rectangulaire simplement appuyée.
Dans ces parties tests, les résultats numériques sont comparés avec la solution

analytique.



Enfin, nous concluons ce mémoire en synthétisant les plus importants résultats de nos
différents tests numériques sur les problémes de rayonnement des structures rigides et

élastiques.



CHAPITRE 1

ACOUSTIQUE LINEAIRE

Dans ce chapitre, nous allons décrire un des deux types du probléme envisagé dans ce
mémoire a savoir la propagation des ondes acoustiques. L’équation qui régit les
pressions acoustiques va étre établie au moyen de quelques hypothéses préliminaires
permettant de la formuler sous forme d’une équation aux dérivées partielles. Cette
équation régit aussi la propagation de certaines classes d’ondes électromagnétiques et

d’ondes élastiques dans les corps solides.

La linéarisation des équations classiques d’acoustique se feront dans le cadre des petits
déplacements du fluide. Nous nous intéressons essentiellement au cas d’une dépendance
harmonique du temps. La variable d’intérét est un champ scalaire généralement la

pression ou le potentiel de vitesse acoustique.

1.1 Approche physique

Les ondes sont causées par une perturbation provoquée a un certain point puis
transmises ou propagées par le milieu environnant. Dans le cas de P’air, lors de son
déplacement & partir de sa position d’équilibre, le corps vibrant pousse I’air se trouvant 2
son amont tout en le comprimant. En méme temps, une raréfaction a lieu immédiatement
derriere le corps et I’air se précipite pour remplir I’espace vide laissé derriére. De cette

facon, I’air comprimé est transféré loin du corps créant ainsi une onde sonore.

Les ondes sonores sont des ondes longitudinales, en d’autres termes les particules se
déplacent dans la direction du mouvement de I’onde. La propagation des ondes sonores
implique le transfert de 1’énergie & travers I’espace. L’énergie transportée par les ondes
sonores est en partie cinétique et potentielle. La premicre est due au mouvement des

particules du milieu et la deuxiéme est du a leur déplacement élastique. Lorsque les



ondes sonores se propagent dans toutes les directions a partir d’une source, elles peuvent

étre soit réfléchies et réfractées, soit dispersées et diffractées, soit absorbées.

Dans ce qui va suivre, nous supposons que :
» le milieu fluide est continu et homogene,
» le milieu est isotrope et élastique,

» le processus est adiabatique,

En formulation Eulérienne, une particule fluide M, de coordonnées (X,,X,,X,,t ) dans un

systéme d’axes cartésiens, que 1’on suit dans son mouvement peut étre caractérisée par

sa pression, sa température, sa densité et sa vitesse. Son état est complétement défini par

les grandeurs :

—pression p_(M,t)
—température T (M, 1)
—masse volumique p, (M,t)
—vitesse v_(M,t)

Si 'on provoque une perturbation de son état initial Eo, il en résulte un nouvel état Eq,

caractérisé par les grandeurs:

-p(M,t)=p,(M,t)+dp
~T(M,t)=T, (M,t)+8T
-p(M,t)=p_(M,t)+0p
-v(M,t)=v_(M,t)+dv

1

Par cette perturbation, on provoque une onde qui se propage dans le milieu fluide. Le
passage de I’état By a E; engendre une modification de I’état thermodynamique qui est

caractérisée par une relation entre la pression p, le volume V , et la température T .



1.2 Equations fondamentales
1.2.1 Equations d’équilibre

L’équilibre du fluide est formulé par les équations de conservation de la masse, de la

quantité de mouvement et de I’énergie :

Equation de la quantité de mouvement :

d(pv)

pfv+Vc=—7;T—+dw(pv®v) dans Q'(t) (1.1)
Conservation de la masse :
ap .. £
E+d1v(p v)=0 dans Q (1) (1.2)
Equation d’énergie
de .. £
E-kdw(f:v-cv):Wfv dans Q (t) (1.3)

ot le quintuple (p, v,o,f, , W, ,e) désigne respectivement la densité¢ volumique, la

s Ly
vitesse d’une particule fluide, le tenseur des contraintes de Cauchy, les forces

volumiques, le travail des forces volumiques et I’énergie totale du fluide.

1.2.2 Equations constitutives
1.2.2.1 Loi de comportement

Le tenseur de contraintes de Cauchy ¢ est donné par une loi constitutive adéquate qui
lie la pression statique du fluide et la vitesse. Pour les fluides newtoniens, on a

I’équation (4.1).
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o=-pl+r=(-p+Ai(divv))I+2uD (1.4)
ol 7 est la partie déviatorique du tenseur de contrainte ¢ ; pet A sont les constantes de
Lamé.

D représente le tenseur du taux de déformation. Il est lié au vecteur vitesse par la

relation suivante :

D:%(Vv+(\7v)T) (1.5)

La pression statique est liée aux variables d’état par une loi d’état spécifique, par

exemple, dans le cas d’un gaz parfait

p=pRT (1.6a)

ou: y>1 dénote le rapport des coefficients de chaleur spécifiques y=—C—‘-’—

A

N.B. I’équation (1.6) peut étre écrite en grandeurs adimensionnelles sous la forme :
1 2
p=(r-D(e-5p|v[") (1.6b)
Dans le cas d’un fluide visqueux newtonien incompressible :

c=—pl+2pD 1.7

1.2.2.2 Loi d’état

Les transformations sont isentropiques d’oti :
piq

pV' =Cte (1.8)
C, et C, sont respectivement le coefficient de chaleur spécifique a pression constante et

2 volume constant.
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1.3 Hypotheéses de I’acoustique
1.3.1 Hypotheése des équations linéaires

Dans la plupart des cas d’acoustique, le déplacement du fluide est petit. Le fluide est
considéré parfait ce qui implique qu’on néglige les effets visqueux autrement dit T=0.

Dans ce cas le tenseur de contraintes est sphérique c’est a dire :

c=-pl (1.9)
En plus, en se placant dans Uhypotheése des petits déplacements, nous pouvant
considérer que :
» les vitesses sont faibles telle qu’on peut négliger le terme convectif dans les
équations de conservation de la quantité de mouvement,

» si on pose p,=0p=c¢p; la variation des pressions est faible devant celle

d’équilibre i.e. p, ( p..

P, =P, TEP=D, +p,
T, =T +&T=T, +T,

p,=p,tep=p_ +p, (1.10)
V.=V +EV=V +V,

1.3.2 Equations linéaires

Les différentes hypothéses citées au paragraphe précédent permettent de simplifier les

équations (1.1, 1.2 et 1.8), pour, un milieu initialement au repos, i.e pour v, =0, comme

suit :
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1.3.2.1 Quantité de mouvement

_d(p,v,) _d((p, +ep)ev)
f —th—T f -V(p, +tep)= o
2
& f,-Vp -eVp= a(pa":v)+a(pagt V)
au repos
£,-Vp, =0
(:l; —ng:gpo_Q_Y__g_gz_a_(p_v)_

dt at
L
0(2)
Si on néglige les termes de second ordre, la derniére expression se simplifie a :
d(p,v,) d(ev)
f ~-Vp=—1—“+ < -V =
YR ot (&p) =p. dt

v,
at

(1.1D
& -Vp,=p,

L’équation (1.11) est appelée 1’équation d’Euler linéarisée.

1.3.2.2 Equation de continuité linéarisée

d(p, +ep)
ot
dp,  d(ep)

—8t+ 51 +div(p, e v)+diviepe v)=0

—— 0
=0

= M+podiv(a v)+evVip,)=0 (1.12)
at ——

d(ep)
Jdt

=S 9P +p,divv, =0

dat

9P L div(pv,)=0 &

i =0
™ +div((p, +&p)(eV))

=0

+p, divie v)=0
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1.3.2.3 Equation d’état

dp, dp
Y t t
—cst = —btoyt (1.132)
pt t pt pt
P 1+g2

Pa_Pe—P._dp.__Po ) P _YRL 2 13p)

et il o e = ==

=y
Pa PP, dp. P, po(Hg_‘l) p. M

ou «c» est la vitesse de propagation des ondes de compression dans le milieu de
propagation, R est la constante universelle des gaz parfaits, M est la masse molaire et

T est la température absolue.

1.4 Equation d’onde

Eliminant v , €t p, dans les équations (11 et 12) on trouve :

s ap
A(—=2+p divv,)
0(12 0 at ° A
van-%zo V(p. avtA+VpA)— = -0
& S
a(11 d
V(12)—;17—%=0 30 L 9Ce. avt"+VpA)
A . _ 1 =
LV( 7 +p,divy,) 2 o 0
. AVv,) 3'p, A(divv,)
Vip, +p, 3t ¥ P =0
=) 9(Vp,) AVp,) 9’
pA . ____—1_ pA . po VA —_
T3¢ +p, V(divv,) JER JERPYE 0
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?’p
Vp, ——2=0
A 8t2
& A
p v
p.V(divy,)— =~ =0
M
IR L U U L A
Vx v =0 t
Ay © . ¢ di (1.14)
1 v
Viy, -t =0
A 2 atZ

En omettant I'indice A des variables (p,,p,,v,) dans les équations (1.14), nous

retrouvons I’équation d’onde pour la pression et pour la masse volumique :

v? —:12-p,n=0 ou V2p~212—p’n=() (1.15)

1.5 Equation de Helmholtz

Par définition, le son est une petite perturbation caractérisée par les perturbations

(p.p) d’un état d’équilibre (p_,p,) d’un fluide idéal compressible. En chaque point

M(x), les fonctions p(x,t) et p(x,t) représentent des variations de faibles amplitudes.

Si on utilise dans I’équation (1.15) I'évolution harmonique en temps :

iot

p(x,t)=p(x)e" (1.16)

ou o est la pulsation; nous obtenons :

2
V2p+(%J p=0 (1.17)

on pose : k:—‘é’— (1.18)
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. < . . -1 . 3 .
qui est un parameétre de dimension m appelé nombre d’onde. A ce nombre, s associe

une grandeur physique appelée la longueur d’onde de dimension m donnée par :

p = 2% _ 27C (1.19)
k )

sachant que =2nf , la longueur d’onde peut étre aussi donnée par :

xz% (1.20)
I’équation (1.15) s’écrit finalement :
2 2

elle porte le nom d’équation de Helmholtz.
Si on définit I’opérateur de Helmholtz H par :

H=V*+ k? (1.22)
il s’en suit que (1.21) s’ecrit sous la forme réduite :

Hp=0 (1.23)



CHAPITRE 2

DIFFRACTION D’ONDES ACOUSTIQUES

2.1 Préambule

Le probléme de diffraction d’ondes acoustiques par un obstacle consiste a déterminer le
champ de pression engendré par une onde incidente dirigée vers un obstacle borné placé
dans un fluide. La plupart des phénomeénes de diffraction sont régis en régime

harmonique par 1’équation de Helmholtz.

Selon que le domaine extérieur a I’obstacle est borné ou non on parle soit de probléme
de «Helmholtz intérieur, HI» ou de «Helmholtz extérieur, HE». Nous nous
intéressons beaucoup plus aux problémes du type HE qui se retrouvent dans plusieurs
applications. Notons que d’un point de vue numérique, I’une des difficultés du HE est
liée au caractére infini du domaine de calcul. De ce fait, les problémes de diffraction,
sont souvent définis sur des domaines ouverts (non-bornés) et sont, par conséquent,
résolus par la méthode des éléments de frontiere [1, 2, 18]. Une approche classique
consiste a reformuler de maniére équivalente le probléme initial comme un probléme
posé sur la frontiere. Elle utilise la méthode des équations intégrales de frontiere qui
consiste a représenter sous forme intégrale le champ diffracté en utilisant la fonction de
Green [7]. Cette méthode s’appuie sur les formulations de potentiel de simple et double
couche du probleéme de Dirichlet et de Neumann et déploie la BEM [18]. Toutefois, pour
les fréquences élevées cette méthode requiert un raffinement du maillage de la surface
de I’obstacle ; ce qui donne des matrices denses dont la factorisation est onéreuse. Pour
les problemes de diffraction 3D avec des fréquences relativement élevées, les ressources
requises en mémoire et en moyens de calculs peuvent rapidement dépasser ceux des
stations de travail disponibles. Pour ces raisons, en plus la restriction de I'utilisation des

techniques intégrales aux problemes linéaires et aux milieux homogenes et isotropes, la
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méthode des éléments finis trouve un regain d'intérét pour la résolution de ce type de

problémes.

Le recours a la méthode des éléments finis classique nécessite de définir les bornes du
domaine de discrétisation. Deld, la nécessité de bien formuler 1a condition aux limites

sur la frontiére artificielle est née.

D’un point de vue pratique, I’obstacle est entouré d’une fronticre artificielle, située a une
distance finie de sa surface externe. Le champ de diffraction a I’extérieur du domaine de
calcul est ainsi, soit représenté par les conditions aux limites dites absorbantes (ABC),
spécifiées sur cette frontiére, soit par des éléments infinis. Dans les deux cas, 1’idée est
d’empécher la réflexion des ondes par la fronticre artificielle. Berenger [21] propose de
remplacer cette frontiére par une couche absorbante, d’ou la méthode PML (Perfectly
Matched Layer), d’épaisseur finie dont le rdle est justement d’amortir les ondes
diffractées par I’obstacle. Les dimensions du domaine de calcul sont ainsi augmentées
par 'épaisseur de la PML. Actuellement, la technique, baptisée DtN (Dirichlet to
Neumann), introduite par Givoli et Keller [29], peut étre vue comme une procédure
générale pour spécifier des conditions aux limites exactes dites transparentes (CLT) dans
le cas de frontieres artificielles de formes géométriques simples (cercle, ellipse, sphere,
ellipsoide). Les CLT étant non locales, impliquent un couplage de tous les degrés de
liberté au niveau de la frontiere artificielle ce qui peut entrainer des matrices denses de

grandes tailles.

Pour surmonter ces difficultés, des conditions absorbantes locales simples et faciles a
implémenter, telle que la condition de Robin, ont été développées. L'approche, proposée
par Enquist et Majda [23] consiste & ne prendre que des approximations de 1'opérateur
DtN. Bayliss et al. [20] développent asymptotiquement la solution dans le domaine
extérieur pour établir ces conditions. Toutefois, les CLA locales ne peuvent éliminer

totalement les réflexions parasites.
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Sur le plan numérique, la résolution de I’équation de Helmholtz est particuliérement
difficile lorsque les fréquences sont élevées a cause de la perte du caractere elliptique et
de I’aspect relativement oscillatoire de la solution. Les maillages doivent ainsi étre trés
fins, dans le cas d’un schéma de discrétisation classique, afin de minimiser les bruits

numériques.

Pour parer a ces difficultés, des schémas de discrétisation particuliers, tel que le schéma

de Galerkin a moindres carrés GLS [25], sont développés.

Dans une premicre étape de ce travail, nous établissons le modéle mathématique
gouvernant les phénomenes de diffraction acoustique en 2D. Ce modele est, par la suite,
reformulé sous sa forme variationnelle grice a la méthode des résidus pondérés. Le
systéme d'équations, obtenu grice au schéma de discrétisation de Galerkin, est un
systeme complexe symétrique, creux, non hermitien, non définie positive et a diagonale
non dominante. La méthode itérative GMRES, développée par Saad et Schultz [31],
associée a un préconditionneur efficace, s'avére trés robuste pour résoudre des systémes
de ce type notamment lorsque les fréquences mises en jeu sont moyennes. Les méthodes
directes deviennent, en effet, excessivement chéres en termes d’espace mémoire et
temps de calcul lorsqu’il s’agit de résoudre des systémes d’équations de grande taille.
Souvent, les applications industrielles conduisent a la résolution de systémes d'équations
de plusieurs millions d'inconnues. En tentant de transformer ce systéme complexe en un
systeme réel, le nombre d’inconnues double et le solveur GMRES ne converge en un
temps raisonnable qu’avec I'aide d’un préconditionneur du type CROUT [33]. Ce
dernier reste cher du point de vue mémoire et temps de calcul. Les numériciens
investissent de grands efforts dans [’élaboration de préconditionneurs efficaces.
Cependant, les développements n’ont pas encore atteint ceux des systemes d’équations
réels définis positifs. Nous proposons, dans le cadre de ce travail, le préconditionneur

complexe ILUT (Incomplete LU factorization with Threshold), développé par Saad [32].
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Ce préconditionneur dérive des méthodes directes de résolution. L’idée de base est
d’appliquer une factorisation incompléte du type LU, de faible cofit, au systéme
d’équations résultant de la discrétisation de 1'équation de Helmholtz. Ce
préconditionneur, montre, a la lumiere des résultats obtenus, qu'il est possible d'atteindre

de bonnes performances [36].

Dans les pages suivantes nous présentons la formulation variationnelle du probléme de
Helmholiz et nous passons en revue quelques unes des conditions aux limites issues de
la technique DtN. Nous établissons par la suite la formulation faible du probléme

tronqué en 2D. Le probléme extérieur de Helmholtz en 3D sera traité au chapitre 3.

2.2 Formulation du probléme de propagation des ondes acoustigue

Considérons un fluide parfait, occupant le domaine acoustique Q' et entourant un solide

Q’ de frontiére =[]+, +I;, comme le montre la figure 1.

Figure 1 Modéle de configuration géométrique de la propagation d’onde
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Le mouvement du fluide est régi par les deux équations de conservation de la quantité de
mouvement et de la masse qui sont données en ’absence du terme de source et de la

force volumique par les équations (1.11 & 1.13).

Si on désigne par p,v et u respectivement la pression, la vitesse et le déplacement

acoustique, en supposant le cas de petits mouvements harmoniques que les ondes sont
biens établies avec une fréquence w et en introduisant la convention de séparation de

variables, ¢’est 4 dire :
p(x,t)=p(x)e™
V(X, t)ZV(X)C~imt (21)

u(x, t)=u(x)e

Dans ces conditions les équations (1.11 a 1.13) s’écriront :

av

pg—é—{z—Vp & —-ipp, v=-Vp & iwp, v=Vp (2.2)
d’p d%p ddiv(pv)
=c’ & —=c'—=-c% ———=
pmep FTEITE ot
d’p ,  Oddivv 2 . OV
et = =~—C =-—c’p, div| — 23
Y P~ P, ot (2.3)
°p
& —=c’div(Vp)=c*Ap
Jt
L’équation (2.3) permet d’écrire I’équation de la conservation ainsi :
op _ ,9p_  , ddiv(pv) 2
—=¢"—=-¢" ————=~-cp,divv 2.4
dat dJt dat P. @5
or: v _ou
‘ ot
Ceci permet de simplifier I’équation de la quantité de mouvement a :
Vp=imp0%—ltl=po(02u 2.5)

Les conditions aux limites sur les bords I'du domaine acoustique peuvent étre de

différentes natures et s’écrivent de fagon générale sous 1’une des trois formes :
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» Pression Econnue sur la partie [ : P =P (2.6a)
» Déplacement normal acoustique u connu sur la partie [, : ur =u (2.6b)
» Impédance acoustique Z connue sur la partie I3 : p—inu;F3 =0 (2.6¢c)

En éliminant le déplacement u, on aboutit aux équations de propagation des ondes de

pression acoustique dans le volume Q' de frontiére =L UL, UI;

Ap+k2p =0 dans Q'
pm:}—) sur ',
1% =p.c’k’u  surl, 2.7)
anlr
ap .
L —é;ﬂkf)pm:O sur I,

ol B= 9°zgest I’admittance spécifique de la paroi I .

Si le domaine acoustique Q' est non borné on parle alors de probléme de diffraction

extérieur. Dans ce cas, il faut spécifier le comportement de 1’onde acoustique 2 I'infini.

Pour des ondes sortant de € on parle de condition de rayonnement de Sommerfeld

(C.S.) (voir annexe A). Elle est donnée pour un espace de dimension d par [17] :

_fe=t
limr [ 2) (i+ikjp=0 2.8)
or

F—yoe

Le probléme de propagation des ondes de pression acoustique extérieur dans un volume

f . .. P
€ infini s’écrira :
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r Ap+kjp =0 dans Q°
P\, =P surl’)
9p = poczkzﬁ sur T,
antr

: (2.9)
—E+ik[3plr3=0 sur [,

2.3 Formulation variationnelle du probléme de Helmholtz
2.3.1 Domaine borné
2.3.1.1 Formulation faible

Le probléeme de Helmholtz relatif 2 un domaine fermé ou confiné nécessite 1'utilisation
de fonctions test appartenant & I’espace de Sobolev qui est défini comme suit :

H(Q ) ={v/ | V| +]v[ <o | (2.10)
ot || - |estlanorme L, .

Considérons le probléme aux conditions aux limites mixtes suivant :

Ap+k2p=0 sur Q'

Q—P- +Bp=g sur (2.1D)

dn

Le probléeme de Helmholtz pour un domaine fermé consiste a trouver pe Hl( Qf) ui
P P q

satisfait (2.11) ol B est un nombre complexe.

Nous déduisons la formulation faible en utilisant le procédé des résidus pondérés, suivi

d’une intégration par parties : soit q une fonction arbitraire telle que ge Hl( Qf) et nulle

sur la partie de la frontiere o on a des conditions aux limites de type Dirichlet.
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Multiplions en premier I’équation du systéme (2.11) par q et intégrons par partie sur Q.

Nous désirons que la somme des résidus pondérés soit nulle. Le probléme variationnel

faible revient 2 trouver p vérifiant :

[ (Vavp-K’'q-p)d@=] qn-Vpdr

or —Q—p—zg——Bp sur T

an

ce qui permet d’écrire :
[ .an-Vpdr=[ q(g-Bp)dr

En résumé, le probleme variationnel s’écrit :

Trouver p tel que :

[, (VaVp-K'q:p)d@=] (qg-Bqp)dl  VgeH (@)

Qui peut aussi s’écrire sous la forme :

B(q.u)-£(q)=0

B(q,p)=[ (VqVp-k'q-p)dQ+B[ qpdl
{@=[_gaqdl

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

Dans le cas ot on désire traiter le probleme défini par le systeme d’équation (2.7), nous

avomns:



an-Vde‘qug—g—dF
¢ .9p dp dp
—-[n qs-dl + jrz gy dT,+ j \ 54T,

¢ dp 2. 2= :
_Ll qé—HdI‘lJrqu(poc k u)dFQ—J‘Qq(lkBp)dFB
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(2.18)

En choisissant g dans le sous-espace K des fonctions de carré sommable et nulles sur

I} nous aurons :

frqn'VPdT:LZq(poczkza)drz_frsq (ikBp)dl,

Nous aboutissons donc a I’égalité variationnelle donnée par I’équation (2.20).
2 . 2,27
[o(ap-Vavp)d-[ q(ikBp)dl,=—f q(p.c’k u)dr, YqeK
Comme pour le probleme précédent, I’équation (2.20) peut s’écrire :

B(p,q)-£(q)=0 VgekK

Le principe variationnel équivalent & (2.20) est donné par :

81=0 avec p=p surl}

ou I est la fonctionnelle du probléme :

I(p)=5B(p,p)~£(p)

(2.19)

(2.20)

2.21)

(2.22)

(2.23)

La fonction B est bilinéaire et symétrique alors que la fonctionnelle I est uniquement

linéaire (annexe II)

Afin de trouver une solution approchée du probleme (2.20), nous allons utiliser la

méthode des éléments finis.
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2.3.1.2 Discrétisation par éléments finis du probléme intérieur HI

La discrétisation de 1’équation (2.15) ou (2.20) est obtenue en remplacant Q' par un

. f f s . .
ensemble fini de volume Q C £ . Dans ce cas nous pouvons utiliser une approximation

,1 2 .. f
de p par éléments finis sur chaque volume €, :

p=3, b, @24

ou ¢, ¢,,..., ¢_est une base d’approximation.

En prenant g dans le méme espace d’approximation que p et aprés réaménagement nous

aboutissons aprés assemblage des matrices élémentaires au systéme linéaire suivant:

(-K' +k’M' -ikG' )p=r (2.25)
ol :
p'K'q =§; [ o VP Va dQf (2.26a)
pthq=2 [y psap d (2.26b)
p‘qu=§; J.Faeq-p dr, (2.26¢)
q%:ng jrze a(p,c’k’u)dr, (2.26d)

Notons par ng ek=J1£22, I, =0l 5, et I, =u1—‘2e .
oi: K',M",G et s représentent respectivement la matrice de rigidité, la matrice de

masse, la matrice de masse de frontiére et le vecteur des sollicitations globales. p et r

représentent respectivement le vecteur global de toutes les variables nodales et le vecteur

global des sollicitations.
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2.3.2 Domaine infini

Nous considérons le phénomeéne de diffraction d’une onde incidente connue, venant de
I'infini, sur un obstacle borné " de bord I, et parfaitement conducteur. L’onde se

propage dans un milieu extérieur Qf homogene et parfait (voir figure 2).

Dans ce cas en parle de probléme extérieur et la formulation faible est moins évidente

puisque I’intégrale est portée sur tout le domaine ouvert Q.

Comme le domaine Q' n’est pas borné cela pose des problémes a I’application de la
méthode des éléments finis standard, qui est plutét recommandée pour les domaines

fermés.

Figure 2 Géométrie formulant le probléme extérieur

Néanmoins, Il existe une technique qui consiste a résoudre ce probléme en décomposant

le domaine extérieur en champ proche et champ lointain par le biais d’une fronticre

enfermant 1’ obstacle Q.

2.3.2.1 Décomposition du domaine extérieur

Supposons que nous avons 2 résoudre le probléme suivant :
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Ap+k’p+f=0 dans Qf
dp

3 an

r

g S 2.27)
[

lim 1 ) 2P _ikpy=0
T or

L

Une facon naturelle pour discrétiser ce probléme extérieur est, comme nous I’avons cité,

de décomposer le domaine extérieur en deux, comme on le voit sur la figure 3.

L’obstacle Q’est entouré par une frontiére artificielle I cQ’. Notons par Q'le

. . f . PR P - ~
domaine annulaire entre T et I et par Q. le domaine extérieur réduit. Le probléme

(2.27) est donc équivalent au probléme couplé donné par I’équation (2.28).

e
- -~

Figure 3 Troncature du domaine de calcul
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Ap_+k’p_=0 dans Q'
d,p.=¢g sur T’
pP_ =D, sur T'f
: d,p_=9,p, sur I'f (2.28)
Ap, +k’p, =0 dans QF
lim r(%) (?—P——-ikp):O
r—ee Jr

Supposons que p_=p, est donné sur I et que nous pouvons résoudre analytiquement,
pour p, dans Qi, le probléme extérieur de Dirichlet. Ayant p, nous pouvons calculer

£ . T .
d_p, sur I" . Ceci permet de construire I’opérateur :

G:p, !Ff - anp+| (2.29)

rf
ou encore

G:p_ |« 9,0 | (2.30)

Gest un opérateur linéaire puisque le probléme est linéaire défini de H"(T") vers

H—m(I‘f). Il est dénommé opérateur de Dirichlet-to-Neuman (DtN) [17] et permet de
p p

transformer le probléme (2.28) en :

Ap+kip+f=0 dans Q'
d,p=g sur I’ (2.31)
d,p=Gp sur I'f

Le probléme est donc ramené 4 un probléme a domaine borné Q°. On montre que pour
la solution numérique I’opérateur G dans (2.31) doit étre remplacé [17] par I’opérateur

de DiN tronqué G, on se ramene alors 2 la résolution de :
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ApY +k*pN+£=0 dans QF
9,p" =g sur T (2.32)
g, p" =Gp" sur T

p" représente une approximation dep. Le probléme (2.32) peut étre donc résolu par la

méthode MEF standard. Si on dénote p, la solution par FEM de (2.32) nous avons :
[o-pi [<|p-p" [+ -pi ] (233

Comme les deux erreurs coexistent, (2.33) nous permet d’analyser séparément la

convergence de la FEM et Uerreur de I’opérateur DtN,

2.3.2.2 Existence et unicité de Ia solution

La solution du probléme (2.32) existe et est unique comme le révele la proposition 1 :

Proposition 1 :
Sif ELZ(Qf)é support compact et g€ H"?(T"), le probléme (2.27) admet une unique
solution pe H'(Q").

La démonstration se trouve dans [4].

2.3.2.3 Conditions aux limites sur Ia frontiére artificielle

Comme nous le savons la condition de Sommerfeld (CS) a €t€ introduite pour compléter
les conditions aux frontieres du probléme et pour assurer 1’unicité de la solution. En vue
de résoudre numériquement le probléme (2.27), on borne le domaine de calcul en

introduisant une frontiére artificielle sphérique S, (figure 4), située a 'extérieur du

support de f. On impose alors sur S, une condition aux limites qui remplace la
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condition de rayonnement & ’infini et minimise les réflexions artificielles. Ensuite, on

cherche la solution numérique dans le domaine borné par S, et I".

Le choix de la condition a imposer sur S, est trés important car il détermine la distance a
laquelle on peut rapprocher S, du support de f et doit aussi conduire a un probléme bien
posé.

Les conditions aux limites peuvent €tre transparente C.L.T. ou absorbante C.L.A. Le

premier cas correspond a celui de la condition non locale exacte ou encore 2 la condition

DiN. Elle traduit la non-production de réflexion artificielle par S, .

Elle s’écriten 2D [17, 33] :

5 1 HY (R e, ¥ HY (R)
5n=3] T PROAEHES [ cosnO-ONpROAO o
) Ho (kR) Tz 0 I‘In (kR) N .
:Gp
ol :

» G est définie par (2.31)

» S, est la sphére de centre O et de rayon R, O désignant le centre géométrique
de Q5

» H désigne la fonction de Hankel cylindrique du premier type d’ordre n (voir

) o
Annexe VID et H, ' sa dérivée.

Ainsi, la solution du probléme aux limites posé dans QF est la restriction 2 Q° de la
solution du probléme (2.27) posé dans tout Q% UQ". On dit alors qu’on a mis sur

S une condition aux limites transparente (C.L.T.).
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D’autres méthodes consistent a prendre une approximation de C.L.T. On parle alors de
conditions aux limites absorbantes (C.L.A). Elles permettent d’éviter les problémes
numériques dus a la non-localité des C.L.T. Malgré ceci, on n’évite pas les réflexions

artificielles sur Sy . L’idée la plus simple est d’imposer :

—g—p:ikp sur S en2Det3D (2.35)
n

car cette condition est de la méme forme que la condition de rayonnement de

Sommerfeld. Il est connu que cela donne de mauvais résultats [33].

Pour diminuer les réflexions sur S; en 2D, certains auteurs ont proposé des conditions
aux limites d’ordre supérieur de I’expansion en série de Taylor de I’opérateur DtN;
parmi €ux :
v Enquist et Majda [23] ont développé une technique basée sur la théorie des
opérateurs pseudo-différentiels qui leur permet d’obtenir une suite de C.L.A. locale

d’ordre m croissant.

Dans le cas ou Sj est un cercle de rayon R, les deux premiéres conditions sont :

0 . 1
Elp—[-g;—lk+ﬁ-i|p—0 sur Sy (2.36a)
19 .1 1 (. 1)3" | _
Ezp-{ar 1k+2R 2k2R2(1k+R)892 p=0 sur S; (2.36b)

v Bayliss, Gunzburger & Turkel [20] ont utilisé un développement asymptotique en

—li- de la solution exact (2.34). Ainsi, ils forment une suite d’opérateurs

différentiels locaux dont chaque terme E_ s’obtient en éliminant les m premiers

termes du développement.
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Dans le cas ot S; est un cercle de Rayon R, chaque opérateur E | est défini par :

L 4i-3
Ep= ——ik+ =0 sur S 2.37a
P Ij;[(ar T R (2372)
Jd . 1
E1p=(~a~;——1k+—2—1—2—)p=0 sur Sy (2.37b)
. 2
-—2k2—-3112k+ 32+ 12 82
E.p= ai— 4R° R 90 p=0 sur S; (2.37¢)
r Z(ik——é—)

v Feng [24] a obtenu une condition exacte non-locale en dérivant une relation
intégrale sur S; utilisant la fonction de Green appropriée. Il approche finalement

cette condition par une suite de C.LL.A locales.

Dans le cas o S;; est un cercle de rayon R, les quatre premiéres conditions sont :

Fopz[—a%——ik:lp=0 sur Sy (2.38a)
J . 1
Flpzlié—r"“lk'f'—z—k—]p-——o sur SR (238b)
EIE i 9
= = - - - 38
E,p 37 1k+2R TR’ RR® 30’ p=0 sur S; (2.38¢c)
! i 1
Fp=|—-ik+——-
| or 2R gkR® 8K’R’
- sur Sy (2.38d)
. 2 . 2
i 0 i d _
- 2l 23~ 2 p=0
2kR“ 96~ 2k"R™ 90
Remarques :

» L’opérateur de Sommerfeld ik est obtenu pour I'ordre d’approximation m =0

uniquement dans 1’approche de Feng.



33

» Toutes les conditions sont essentiellement équivalentes pour 'ordre m =1.

» La condition de Feng et de Enquist & Majda conduit 2 un opérateur symétrique (en
8).

» Le nombre d’onde k figure dans les ordres supérieurs des opérateurs en terme

d’inverse de sa puissance.

Cependant, la plupart des C.L.A. ne conduisent a de faibles réflexions sur la frontiére

artificielle que pour certains angles d’incidence ou certaines fréquences [38].

Ceci dit, la méthode DtN s’avéré bien meilleure que la plupart des conditions locales
données précédemment. Son seul défaut est qu’elle implique un couplage des degrés de

liberté sur la frontiére donnant lieu a une matrice dense.

2.3.2.4 Conditions DtN en 2D
Prenons pour S, le cercle de centre O et de rayon R. Soit Qi le domaine extérieur tel

e Q' =0"'UQ’ tel que QT NQS=T et n la normale unitaire 3 S, orientée vers
q + q R

I'extérieur de Q" UQ’ comme dans la figure 4.

Figure 4 Domaine de calcul du probléme extérieur de Helmholtz.
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Supposons que nous voulons résoudre le probleme extérieur de Helmholtz suivant en

2D
Ap+k’p=0 dans Q,

I p(R,0)=g; sur S (2.39)

lim,1 (%E-—ikp)—_-o
I—yoe T

Soit p la solution du probléme (2.39). Le développement en série de Fourier de p en

coordonnées polaires est :

p(r,0)=Y p,(r)e™ Vre[R,+o],v0e(0,2n] (2.40)

neZ

ou p, désigne le coefficient de Fourier d’ordre n de p.

L’équation de (2.39a) s’écrit en coordonnées polaires :

2 2
d I;_i_].ap_’_ 12 J 13+k2p:0 (241)
dr” rdr r 06

En posant s=kr , ¥ _(s)=p,(r) et remplagant (2.40) dans (2.41) nous obtenons :

2/\ A
20V, 9V,
s —2+s

+(s’~n")¥,=0 neZ (2.42)
ds ds

La solution de (2.42) qui vérifie la condition de rayonnement a I’infini est la fonction de

Hankel cylindrique d’ordre n du premier et second type HS) et Hf) (voir Annexe VII).
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Or, la fonction de Hankel de second type représente une onde de retour qui est éliminée

par la condition de Sommerfeld. La solution se présente donc ainsi :

p, =Y p,H (k) Vre[R,+oo[,VneZ (2.43)

neZ

ou p, est une constante complexe indépendante de r.

La transformée inverse de (2.43) donne :

p(.0)=Y p, H (kne™ Vre[R,+w[ et Voe[0,2n] (2.44)
neZ
2n Lo,
Par définition : ﬁn(r)=§1; f p(r,0)e " d8’ Vre[R,+]| et VneZ (2.45)
0

Dot Vre[R,+eo| V0€[0,27]:

co 4 2W
pr.) = = 3 [ ps) cos (n(9-0)) do",
n=0 0
(2.44) ki .
p(r,0) = ~3 jz o, HO(k1) e cos (n (0 —67))de’
n=0 g nezZ
= _1_2 3 p, HO k) j ™% cos (n(0-6))do’  (2.46)
To=0 nez
_ 1 [ ) inm ~ind ]
==Y |nHY(k) (p,e™ +e™p_ ™)
n=0

le * dans la somme signifie que le terme correspondant a n = 0 doit &tre multiplié par V2.

ce qui nous donne :

_ L Hy(kp) e, L F o Hy (k) _ ,
p(r,e)—ﬂl MP(R,G)de ""E; {n&_z i )cos(n(e 87) p(R,08)d0
V(r,0)e[R,+oo[x[0,2x]
(2.47)

Soit G 1'opérateur de Calderon [16, 33] du probléme (2.39) :
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12

G:H”S,)—»H"
p—9d,p

(Sg)

Sg

(2.48)

avec p solution de (2.40). Cet opérateur modélise les ondes sortantes de S,. La

condition exacte donnée par (2.48) est couramment appelée condition transparente.

En différentiant (2.47) par rapport & r et en prenant la limite lorsque r tend vers R, nous
obtenons ’expression explicite de 'opérateur G . Ainsi nous établissons une condition

aux limites transparente sur S, en écrivant que la solution de (2.28) vérifie (2.39) :

Condition DtN
¥V 6e [0 , 2n]

Jp _ \
55~Gp sur S, ol

2z H(]) kR w 2 H(l)v kR (249)
G(P(R,G))=%f—%—,(———)-P(R,(P)d<P+£Z J——‘%(—-ECOS(U(e—(P))P(R,tp)d(P

° Hy (kR) T 0 H, (R)

L

2.3.2.5 Formulation faible du probléme tronqué de Helmholtz en 2D
a) Cas ou la condition sur la frontiére artificielle n’est pas connue

Le probléme a résoudre est donné par la figure 5.

Figure 5 Domaine tronqué en 2D du Probléme HE oti 1a FA est un cercle
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1l consiste a trouver ptel que :
( Ap+k’p=0 dans Q_
p(R.8)=g; sur T (2.50)

nm\/?(%ﬁ—ikp)=o
T

T—e0

p désigne la pression de ’onde diffractée par I'. la fonction g, représente I'onde

incidente. Le domaine constitué par ©° moins T est dénoté par £ ( Q’ =Q ul).

Pour définir la formulation faible du probléme (2.50), nous introduisons 1’espace

fonctionnel Hl(Qf). Multiplions I’équation (2.50a) par une fonction test q comme au

par-avant puis intégrons par partie sur Q" . En utilisant le résultat fourni par I’équation

(2.12) il vient :

J‘qu-(Apﬁ-kzp)de =jr quF+ikaR qur—jg (VqVp-k3q-p)dQ’ (2.51)

Donc nous aboutissons au probléme variationnel suivant :

{trouver pe Hl(Qf) (2.52)
b(p.)=1(g.q) VgeH (Q")

avec : b(p.9)=ik| qpdl-[ (VqVp-k'q-p)de' (2.53)

et 1{(g,q) :IF gqdl (2.54)

b) Cas ot la condition DN est exacte

Dans ce cas (2.50) est remplacé par le probléme tronqué suivant :
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rAp~l~k2p+f=0 dans Q'
Jp

bo5.78 sur T (2.55)
op
—E—)—n—:Gp sur S,

L’ équation de la formulation faible de (2.55) est alors (pour f =0) :

f f
J‘qu-(Ap+k2p) aQ =L qur+jSR qGp dI‘-—ij (VqVp-k'q-p)dQ’  (2.56)

Donc la solution du probleme (2.55) est solution du probléme variationnel suivant :

trouver pe H' (Qf)

257
[ (VaVp-k'q:p)d@’+[ qGpdr=[ gqdl' VeeH'(Q") 27

On monire que le probléme (2.57) admet une solution unique [33].

2.3.2.6 Discrétisation en E.F. du probléme extérieur de Helmholtz tronqué

La discrétisation de I’équation (2.53) est obtenue en remplacant Q par un ensemble fini
de volume QZ —Q" et en utilisant I’approximation de p sur chaque volume _QZ donnée

par:

p=Y p, (2.58)

i=l

Ou ¢, 9,,..., ¢_est une base d’approximation.

La déscritisation conduit au systeme linéaire suivant :

(K'-k’M" -G p=r (2.59)



39

On pose : A=K'-k’M' +G’ (2.60)

N

oi: K',M',G',pets représente respectivement la matrice de rigidité, la matrice de

masse, matrice de masse de frontiére, le vecteur nodal et le vecteur des sollicitations

global.

Dans le cas du probléme (2.55) G est déduite de :
t~f
p'G q=jS q-Gp dS, (2.61)

N.B. Dans le cas d’une DtN approchée I’opérateur M introduit une matrice de rigidité et

une autre de masse se rapportant  la fronticre artificielle.

2.3.2.7 Systéme d’équations

La forme discrete (2.57) conduit finalement a la résolution du systeme d’équations
complexes linéaires (2.62). La matrice A donnée par 1’équation (2.60) est une matrice
carrée, complexe, creuse, Ssymétrique, non hermitienne, a diagonale non dominante et de

partie hermitienne non définie positive :

Ap=r (2.62)

N

ou :
» A est une matrice carrée, complexe, symétrique et bande
» rest le vecteur source. Ce vecteur est formé a partir des vecteurs seconds membres
élémentaires

» p est un vecteur dont les composantes sont les inconnues nodales.

I apparait que ’effet de la condition DtN dans un schéma de discrétisation par éléments

finis standard n’est que I'inclusion de la matrice complexe G' (2.61) dans la matrice
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globale A. De plus, les termes ij sont nuls dés que les nceuds d’indices i ou j

n’appartiennent pas a la frontiere artificielle. Si 1a condition DtN est non locale, il est
évident que ces termes sont non nuls pour tous les nceuds d’indice i et j appartenant a la

fronticre artificielle S ce qui peut détruire la structure bande de la matrice si une

numérotation particuliére n’est pas imposée au maillage.

2.3.2.8 Formulation de Galerkin Moindres Carrés du probléme de Helmholtz

Lors de la résolution numérique de 1’équation de Helmholtz par la méthode de Galerkin
habituelle, ’erreur, comme nous allons le voir, selon la norme L, de la solution
numérique est une fonction croissante du nombre d’onde, méme si le nombre d’éléments

par longueur d’onde (kh)ou h est la taille moyenne d’un élément fini donné est gardé

constant. Cette erreur est qualifiée, par Ihlenburg et Babulka [27], de pollution
numérique. Un calcul d’erreur standard montre que pour assurer la convergence, dans le

cas des éléments finis linéaires, il suffit que la quantité k(kh)soit inférieure a un.

Cependant, I’expérience numérique et le calcul analytique montrent que, pour certains

problémes monodimensionnels, cette régle reste pessimiste. Une condition suffisante

. . 2 . . . o N
assurant que cette erreur ne croit pas est d’avoir k(kh)" strictement inférieure a un.

Cette sévere condition conduit a des maillages éléments finis fins et donc a la résolution

de grands systémes d’équations.

La méthode de Galerkin Moindres carrés, désignée dans la littérature anglo-saxonne par
Galerkin Least Square "GLS", a été imaginée par Harrari et Hughes [25]. Cette méthode
permet de relaxer la condition de BabuSka et autorise, en hautes fréquences, une
résolution des maillages éléments finis moins fine en comparaison avec la méthode de
Galerkin habituelle. La forme variationnelle est ajustée de fagon a tenir compte du résidu
de ’équation aux dérivées particlles. Ce résidu est nul dans le cas d’un systéme continu.
La formulation variationnelle, dans le cadre de la méthode GLS pour le cas de la

diffraction en 2D, a pour expression :
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a (u,v)=b(v)-%[ fH(v)dQ (2.63)
GLS i

aGLS(u,v)=a(u,v)+%£H(u)H(v)dQ (2.64)

H est ’opérateur différentiel de Helmholtz définie par : H(.)=A(.) +k’ .

T est un parametre dont le choix dépend du critére de design adopté.

Si on considére le paramétre T comme une grandeur locale, la méthode GLS peut étre
étendue aux cas des maillages non structurés. La méthode de projection de Galerkin
habituelle est un cas particulier de la méthode GLS correspondant 2 T=0. Dans le cas
des éléments finis de continuité C°, les dérivées d’ordre supérieur 2 un dans la relation
(2.64) sont nuls. Par conséquent, le systtme d’équations, issu de la discrétisation de
(2.63), est 1a encore formé d’une combinaison linéaire des matrices rigidité et masse
classique. La matrice de contour C, résultant de la discrétisation de I’opérateur DtN,
n’est pas affectée. La méthode GLS n’apporte, dans ces conditions, aucune complexité

supplémentaire par rapport a la technique de Galerkin; seuls les éléments de la matrice

masse sont multipliés par le facteur 1-% kK’

|K | {u}, +a-2k»|M] {u}, ={0} (2.65)



CHAPITRE 3

PROBLEME EXTERIEUR DE HELMHOLTZ EN 3D

3.1 Définition du probleme

Considérons la diffraction en régime harmonique d’ondes acoustiques par un objet rigide

dans un domaine fluide homogene tridimensionnel. Ce probléme extérieur, donné par la

figure 6, est gouverné par le probléme aux limites [12,14] donnée par (3.1).

Figure 6 Diffraction d’un objet entouré d’un fluide en 3D

Il consiste a trouver p tel que :

<

\

Ap+k’p = 0 dans Q'

p=g ou 9_1_)_: f sur I’ (3.1)
on

lim r —ag—ikp =0

r—3+oo on

ou p désigne I’onde diffractée par I’objet rigide. g et f sont des fonctions données.
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3.2 Formulation dans un domaine borné

Comme pour le cas de deux dimensions, nous bornerons le domaine de calcul en
introduisant une fronti¢re artificielle sphérique S, de rayon égal a R, située a extérieur
du support de f (voir figure 7). Nous imposerons alors sur S, une condition limite qui
remplace la condition de rayonnement 2 I’infini et minimise les réflexions artificielles

ensuite nous chercherons la solution numérique dans le domaine borné par S et I' ou

f
encore sur £ .

Figure 7 Domaine tronqué en 3D du Probléme HE o la FA est une sphere

Nous utilisons, tout comme pour le cas 2D, une condition du type Bayliss-Gunburger-
Turkel d’ordre 2 spécifiée dans [11, 12, 19]. Ainsi, nous sommes conduits & résoudre le

probléme aux limites suivant :

Trouver ptel que:

Ap+k2p=0 dans Q'
d
] p=g ou é—ng sur I (3.2)
—g—ﬁ—=—Mp sur S,
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ou M est cette fois-ci un opérateur différentiel [11,12,13] défini pour S; quelconque
par

i 2H1Y" Ag H
Mp=| —ik+H+—1+i52] (K-H?)-—=_
p{“ Zk( k)( )4k2 P
(3.3)

1 AY'
—divg | = |I+i=| V
Sﬁ( 2ik ( k) SRPJ

I,A,HetK désignent respectivement la matrice identité, 1’opérateur de courbure, la

courbure moyenne et la courbure de Gauss en un point de la surface S, . Les deux

derniers paramétres sont donnés par :

K=x, K,

avec x,etx,sont les courbures principales en un point de la surface S .

3.3 Forme variationnelle

La forme variationnelle associée au probléme aux limites que 'on vient d’établir

s’énonce ainsi :

{trouver pE Hl(Q.f) (3.4)
B(p.q)=L(g) Vqe H'(Q")
B (.,.)est une forme bilinéaire symétrique définie sur g (Qf )le (Qf )par:
B(p,q)=[ VpVqdQ -k’ [ pqdQ+[ Mpqdl (3.5)

et L(.)est la forme linéaire définie par :

L(q)=] fqdl (3.6)
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En remplacant ’expression (3.3) dans J M p g dI', nous obtenons :

. -1
L Mpqu‘:—ikL pqu‘+L Hpqu+—2—l—k—L (1+i—2§-) (K-H?) pqdl’

3.7

1 1 AY
T | A Hpg dr—ﬁjs (I+1E) Vs pVs, qdl

Ce qui montre que si le probleme variationnel (3.4) est approximé par la méthode des
éléments finis, 1a condition de Bayliss-Gunburger-Turkel du second ordre [11] introduit
seulement des termes du type masse et rigidité. Cette derniére est définie sur la surface

artificielle S .

3.4 Implémentation de la condition de second ordre de Bayliss-Gunburger-Turkel

Les calculs exhaustifs des matrices de rigidité et de masse introduites par BGT d’ordre
deux sont explicités dans [11]. Néanmoins, nous traiterons la condition de rayonnement
surfacique, plus exactement la derniére intégrale du second membre de (3.7), pour une

surface absorbante sphérique, a savoir :
A -1
| (I+i Ej Vs, PV qdl (3.8)

Nous utilisons pour le domaine fluide un maillage formé d’éléments tétraédriques
linéaires. Dans ces conditions, la surface absorbante sera composée d’éléments
triangulaires et la quatriéme intégrale de I'équation (3.7) est nulle. Seule subsiste la

premicre, la deuxiéme et la cinquieme intégrales (on verra par Ia suite que dans le cas ol

S, est une sphére nous avons: K=H?; ce qui permet d’éliminer la troisi®me

intégrale). D’autre part, I'équation (3.8) contient I'opérateur gradient surfacique Vg
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relatif & chaque sommet de [’élément traingulaire en question. Ses composantes sont
définies par rapport a une base orthonormée du plan tangent. Dans le cas de la méthode
des éléments finis, cet opérateur est évalué aisément par rapport a une base se rapportant
a chaque sommet de ’élement. 1l est ensuite ramené & la base orthonormée du plan

tangent par une transformation adéquate [11, 12].

Dans la suite de ce paragraphe, on s’interesse au calcul I'expression de I’équation (3.8).
La paramétrisation géométrique, dans le cas général, de la frontiere artificielle S; en un
pointP est :

¥:]0,2n[x]0,n[>TcR?

(6,0) >¥(0,0)=(RcosBsin@ ,RsinBsin@,R cosp)=P
yA

?

(3.9a)

X

Figure 8 Représentation paramétrique de S, au pointP

Le point P s’écrit alors : P=X(0,0)
Les vecteurs sphériques non unitaires tangents T(t,,7,) a S; au point P, définissant le

plan tangent, sont donnés par :

et 1,=4—=X (3.9b)
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Dans ce cas ;

T, =(—Rsin 6 sin@, Rcos 0 sing,0)
7, =(Rcos 0 cos@, Rsin0 cos@,—Rsing)

La normale au plan tangent en P est :

T At, XoaX)
n,= = -=n, (0,0) (3.9¢)
F "71’\72 u X, A X, “ i}

Soit o une courbe du plan (0, ) définie paramétriquement par :
a(t) : X = X(0,0) (3.9d)
Le vecteur tangent & a (t)est:
a()=X,8+X ¢, =70 +7,0, (3.9¢)
La variation du vecteur normale n, restrainte a la courbe o est donnée par [9] :
dn, (a)=n,(6(1),0(t))=N, 8, +N, 0, € PlanT(t,,7,) (3.9

N, et N désignent les dérivées respectives den,par rapport a 0 et @. dn, (a’) mesure

comment [’orientation tire loin m,dans un voisinage de P.

Comme N, et N appartiennent au plan tangent, nous pouvons alors écrire :

(3.92)

d _ 4y Ay ez " XG
n, (@)= a, a0 || |X, (3.9n)

=(a, 0, +a,0)X;+(2,0, +a,, (pt)X(p

0 a, a 0
puisque, [9] : dn,| ={ ! 12“ tj (3.91)
(pt a21 a22 (pt

ce qui donne :
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Ceci montre que dans la base {Xe o X cp}, dn, (a’) est donnée par la matrice (a;;). Ala
dérivée de m, au point P on associe une forme quadratique Il, définie par le produit
scalaire de dn,(@’) par a’. Cette forme quadratique définie dans le plan tangent est
dénommée seconde forme fondamentale de S; enP [9].

L’expression de la seconde forme fondamentale est :
M, =—dn, (@) a=—(N,0, +N_0) - (X,6,+X_¢,) (3.99)
Nous avons d’apres (3.9¢c) :
n,-X,=0 et n,- X =0 (3.9x)

Dérivons la premiére et la seconde expression respectivement par rapport 2 ¢ et 0, nous

obtiendrons :
N_-X,+n,-X, =0
v T (3.91)
Ng-X,+n,-X ;=0
Autrement : Ne-X(p =—nP-X9(P =N¢'Xg (3.9m)
Dans ces conditions, 1’équation (3.9j) devient :
IT,=-N,-X, 0, -2N,-X 0,0, +N, X o,
=0, -2f6, ¢ +g0. (3.9n)
e £ |10
t 1 f g (pt
avec :
e=-Ng-Xo=n,-X
f=-Ng-X,=n,-X =N, -X, (3.90)

g=——N(p-X(p=r1P -X(mp

Les égalités en extension dans (3.90) découlent de (3.9m).
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De plus, d’apres (3.9g) :

—e=N,-X,=(a, X, +a, X(‘J)-X9
=2, X, X, +a21Xq> X,
=a E+a,F

—f=N,-X,=(a,X,+2, X )-X
=a,X,- X +2a,X -X,
=a, F+a,G

—g:N(p . Xq) :(2\12Xe +a,, X(p) 'XﬁP
=a,X, X, +a,X, - X_
=a,F+a,G

Ces trois expressions formulent des relations entre les coefficients e,f,g et E,F,G qui

peuvent s’écrire matriciellement comme :

e f a, a, |[|E F
- = (3.9p)
f g a, a, [|F G

Par définition, la forme quadratique I, =V~v=|| v ||2 >0 définie sur le plan tangent est
appelée premicre forme fondamentale de S enP [9]. E,F et G constituent donc les

coefficients de la premiere forme fondamentale dans la base {X 01 X (p} .

L’ équation (3.9p) s’écrit aussi :

a,. a e f E F "
a, a, f ¢gJ]|F G
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EF[T G -F
avec : = (3.61)
F G EG-F | -F E

Par la suite, nous déduisons les expressions des coefficients a; de la matrice dn, (o)

définie par I’équation (3.91), que nous notons par A :

. _fF-eG
" EG-F
a _eF~fE
12 7 o~ 2
EG-F
a eF-£G (3.95)
* REG-F
fF-gE
Ay ==y
EG-F

Ces équations sont dites " de Weingarten ". (3.9q) s’écrit, tenant compte de (3.91) et

(3.90), aussi sous la forme

[X%ﬂ XwnJ[xfxe nyw[l
—A=
Xen X,n||X, X, X X,

Par définition [9], le déterminent et ’opposé de la moitie de la trace de A désignent
respectivement la courbure de Gauss K et la courbure moyenneHde S en P.

eg—f2

2

Le déterminant de cette matrice est : K=det(A)=det(a; )=
G-F

(3.91)

Les valeurs propres de A, qui ne sont autres que les courbures principales ¥, etx,, sont
les racines de 1’équation :

Av=-KxV \7’veT(1,'1,'t:2)SR et v#0 (3.9u)

caractéristique de A .
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all K a12 2
=0 & x +x(a, +a,)+ta,a,, —a,a,=0
a, a,+x -
& « +2Hk+K=0
Les expressions de K et H sont reliées a celles de x etx, par:
H=K1 +%, :leG—ZfF+gE
2 2 EG-F
¢ (3.9v)
K=x x, =ig_—2
EG-F

Si on applique les équations (3.9b a v) au cas d’une surface sphérique nous obtenons

pour :

Xe=|_——Rsin6sin(p Rcos 8 sing OJ
X(P=I_Rcosec08(p Rsin® cos@ —Rsin(p_J
E=X9-X9=stin2(p

F=X,-X,=0

G=X, X, =R’

o _ XX, _L—cosesinzq) —sinBsin’ @ -—coscpsin(p_]
T[Rx,] s

X,,=|~RcosOsing —Rsin0sing 0]

Xoo =|_—-R sinB cos@ RcosB cosp O_I

X oo =[~-RcosOsing —Rsin@sing —Rcoso |
e=n,- X,

f=n,-X,

g=n, - X,

a; sont calculées & partir de (3.9s)
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1
A=—-A==1
R
AY' 1Y
(I+1_1€) 2[1_‘_1“@} I
K. =K —-—]:- (39W)
1 2 R
1
H=—
R
1
Sy
L’ approximation de 'intégrale (3.8) se fait numériquement comme [11, 12] :
A -1
) (14—1 -k—) Vs, p' Vg q" dl (3.102)

L’opérateur gradient tangentiel V s, surfacique en un point donné d’un €lément

triangulaire est non seulement appliqué sur la fonction inconnue mais également sur la

fonction test. Il est approximé par le gradient sur chaque élément triangulaire

K =(a},al",al’?) (figure 9).

. j i i+2 j cye 2 1
Soit © ={ei(,ei< o’ }K la base locale utilisée pour calculer les courbures au sommet j

B - : Ty j j+1 i+2 .
d’un triangle K de la surface traingularisée S_ . On note a;(,a;( eta; ses sommets si

I’on prend la convention de permutation circulaire sur les indices j. Pour chaque sommet
i . i j e i
a, on associe un vecteur n' =n(ai< ) comme la normale sortante unitaire au neeud a .

Ce vecteur nous permet de définir le plan tangent T, (S; )au point ai( comme le plan
ax

auquel appartient ai( et admettant n’ comme normale (voir figure 9).
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Figure 9 Notations ayant traits & I’approximation de I’opérateur de courbure A .

Le gradient surfacique sur le triangle K d’une fonction de formeu’ , me I, ={1,2,3},

K’

. j i+2
eut s’exprimer dans la baseie. ,el | comme :
K K

i i o 2 j+2
V. ul =g e +¢

S °K K *K K “K
2 j J 2
8j _ ﬂK +€K(eK'eK )
K ™ i pit2 j 232
203 (1- (el -el)?) ,

avec : L e , Jely

w2 _ L+l (ex e )

y=

0% (1- (el -el)?)

Ei( et Ej; désignent les arétes du triangle K :

i j_m 22
£, =agay 14

(3.10b)

(3.10¢)

(3.10d)
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Pour chaque sommet de K, 'opérateur A peut étre représenté par rapport a la base 9’
par la matrice— A’ et les deux gradients surfaciques dans (3.10a) peuvent étre

transformés a cette base en utilisant la matrice de transformation suivante :
j i j j
: e, T e, T
i_ K "1 K "2
P —[ w2 i 2 J (3.10e)

it

Kz} n’est pas celle du plan

Ceci introduit une erreur de projection puisque la base {ei( ,€

tangentT , (S.).

Finalement, I’application de la formule de quadrature numérique faisant intervenir les

sommets du triangle K donne [12] :

[ [1+id A ar=1x| 3 ('eny 4L’ Ce)  @uon
s k Sg Sg 3 = K k X

Dans le cas d’une surface absorbante sphérique, A'vaut —é—I ce qui simplifie (3.10f) a:
-1 -1
A 1 m 1 i j o myt iR
jsﬂ(lﬂf) Viu Vgu szglKl(Hﬁ) ;(P ee) (P'eg)  (3.10g)

3.5 Systéme d’équations

La forme discrete finale de I’équation de Helmholtz en 3D conduit aprés assemblage a la
résolution du systeme d’équations lin€aires identiques & celui donnée par 1’équation
(2.63).

A p=r (3.11)
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Cette fois-ci I'effet de la condition DtN dans le schéma de discrétisation par éléments
finis standard induit deux matrices complexes dans la matrice globale, une de masse et

I"autre de rigidité A .



CHAPITRE 4
STRUCTURES ELASTO-DYNAMIQUES

4.1 Mécanique des solides élastiques
4.1.1 Equation d’équilibre

Considérons un solide soumis 2 I’action de forces volumiques f (x,t).L’équilibre d’un
élément de volume d€2 au voisinage d’un point P d’accélération pgX(x,t), en

coordonnées cartésiennes, est régi par les équations:

c;ij,j—{—fv = Psly i ou i’j=1,273 4.1

i

4.1.2 Loi de comportement

Pour les matériaux élastiques linéaires, les contraintes sont des fonctions linéaires des

déformations. Elles sont traduites par la relation suivante :

=C

ij ijkl

(4.2)

kl

De plus un matériau est dit isotrope si le tenseur |_CJ reste invariant méme si on change

de repére. 1l n’est alors fonction que de deux parameétres a savoir A et G (appelés

coefficients de Lamé).

Dans ce cas les relations contraintes-déformations s’écrivent :

o,=rg, 8, +2Geg; oui,j=12,3 (4.3)

1 ™ij
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Ev
avee . }\.:m (443)
E
et G~2(1+V) (4.4b)

E et v désignent respectivement le module de Young et le coefficient de Poisson. A est

le module volumétrique et G est le module de cisaillement.

4.1.3 Relation déformation-déplacement
Sous I’action des forces de volume et de surface le solide se déplace et se déforme. Nous
supposons que les gradients de déplacement et les déplacements u, sont petits par

rapport aux dimensions du solide. Dans ces conditions les déformations sont reliées aux

déplacements par 1’équation linéaire suivante :

€ = (ui,j +uj,1) oui,j=1,2,3 4.5)

B |-

4.1.4 Equation d’équilibre modifiée

En tenant compte des deux équations de comportement et déformation-déplacement,
nous avons ce qui suit :
6, ;=(he, 8, +2Geg;); = o0, =hg, ;6,+2G¢g;;
4.6)

= 0y, =Gui,jj +(A +G)uk’ki

Ce qui permet d’écrire I’équation d’équilibre comme suit :

Gu, ;; +(A+G) u, +fvi =Pl @.7)
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Sachant que :

| 3 .
ui’jj: > et uj,].i—é;—(—a-{ujJ 1,J~1,2,3 (48)
j

1’équation (4.7) s’écrira en notation vectorielle :

GAu+(A+G)V(V-u)+f, =pgu 4.9)

4.1.5 Décomposition de Helmholtz vectorielle

Si on introduit la notion de potentiel scalaire ® et du potentiel vectoriel ¥ nous

pouvons alors écrire le vecteur déplacement u en terme ® et W :

u=Vo +Vx¥ (4.10)

En remplagant (10) dans (9), pour f, = 0 nous obtenons :

GA(VO+VXP)+(h+G) V(V-(VO+VX¥))=p (VO +VX¥)
=p (VO , +VXY¥ )
& GA(VO)+GA(VXP)+(A+G) (V(V’ ®)+V (V(VXTF)))
S —
2 (4.11)
=p V@  +p VX¥

& V(GAD—p, @  +(A+G)AD)+VX(GA¥—p, ¥ )=0
& V((A+2G)AD-p® )+VX(GA¥-p, ¥ )=0

La derniere équation ne sera satisfaite que si et seulement si [17] :

A+2G)AD—p. @ =0
{( ) Ps®.u (4.12)

GAY-p ¥, =0



@ —a'A®=0
ou encore . ’
¥ B AY =0
L
_(x +2G )2
o=
Ps
avec < )
(aV
5]
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(4.13)

(4.14)

Les deux équations du systeme (4.13) correspondent a celle des ondes de propagation

dans le solide.

Etude du Cas ot il n’y a pas de cisaillement G=0 :

Nous savons que la contrainte moyenne vaut: o _= 1

L’équation (4.3) permet de définir la déformation volumétrique € =€, par :

G ::(;_.:—1~
m iT g

et le module de compression hydrostatique par: B = —% B3A+2G)

Si G=0= A=B

Dans ces conditions, 1’équation (4.13a) se réduit a celle de I’équation d’onde :

~Bao=0

Ps

®

4

et la vitesse acoustique est donnée alors par :

ou i1=1,2,3

(A5, e, +2Gs,) =-§ (3xskk+2Gsv)=% (3r+2G)e

(4.15)

(4.16)

@.17)

(4.18)

(4.19)
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A noter que dans un milieu €lastique acoustique, les ondes sont toutes compressibles en

plus il permet leurs cisaillements (G % 0) .

Pour le cas d’'un champ temporel harmonique les équations d’ondes élastiques

conduisent i celles de Helmholtz.

(®(x,0e”"), —0’ A (@(x,0)e ™)=0 AD+K D=0

. ‘ & (4.20)
(P(x,0e""), —B A(P(x,0¢ ") =0 A¥+K ¥ =0

4.2 Formulation faible du probléme structural traité en temporel

Considérons le probléme d’élasticité en mode harmonique d’une structure (c’est a dire

p i = pyw’u), il consiste A trouver ue H(Q%) qui satisfait :

V-e+o’psu=f surQ°
(4.21)
cn=-pn=T sur [’

Pour obtenir la formulation faible correspondante, nous multiplions ’équation (4.21a)

par une fonction vectorielle complexe test v et ensuite nous intégrons par partie.

2 s s
IQS(V'G'!-(D psu)-vdQ —J.Qf-v dQ

Théorgme
de Gauss

PEN fr (6,v) n dF+IQS(—GiVVi+m2pSu-V)dQS=J‘st-deS
& J.r (c,-n)v, dF+fQS(~0iVVi+®2 psu-v)dﬁszj.gsf-des (4.22)

Equation
(b)

© [ Tvdl+] (-6,Vv+0’pyu-v)d® = f-vd0*

& | (6Vv,—0’pu-v)dQ® = [ Tovdr-| f-vdo’
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La premiere intégrale de gauche donne ce qui suit :
IQSGiVVidQS =IQSGV-deS =fgs(x [(V-w)+2Ge)V-vdQS
2.[95(7‘1 (V-w) (V-v)+G((V-u) +(V-u))(V-v))dQ®  (4.23)
= [ LIV u) (V-)+2Ge(w) :6(v)) dQ°
Puisque :

2((V-w)+(V-u) ) (V-v)=((V-w)+(V-u)) (Vv) +((V-u)+(V-u) ) (V-v)
du, +8uj ) av, + du, +auj ) dv,

=(
axj Ix, axj 8xj Ix, axj

iet jsont

2, du 0| B du, O "
axj 0%, axj oX, 8xj OX, .

aui+auj)(avi+avj)
axj Ix, ij ox,

=((V-u)+(V-u) Y (V-¥)+(V-V))
=2¢&(u):2€(v)

=(

ouencore: (V-u)+(V-u)' =2¢(u):e(v)

Remplacant (4.23) et (4.24) dans (4.22) nous obtenons :

fs(u(v-u) (V-v)+2G e(u):e(v))d@s—j 0%, u-vdQ*

. ¢ (4.25)

=[ T-var-[ F-vdQ®
r Q

4.3 Discrétisation en éléments finis
La discrétisation de ’équation (4.25) est obtenue en remplagant Q’ par un ensembile fini
de volume Q:CQS. Dans ce cas, nous pouvons utiliser une approximation de u par

212 .. s
€léments finis sur chaque volume Q. :

u=2 u,; 9,

i=t

ot ¢, 9, ,..., ¢ est une base d’approximation.
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Ce qui permet d’écrire apres déscritisation :
(K®-o0’M®)u=s (4.26)

avec |

nes

u'Kiv=) jgs(u(v-u)(v-v)wGe(u):e(v))dgg (4.272)

uMsv=Y [ pgu-v dQ (4.27b)
e=1 €

u's=)y (erT-v dr—jgff-v Q) (4.27¢)

e=1

K®, M? ,u et s représentent respectivement la matrice de rigidité, la matrice de masse,

le vecteur nodal et le vecteur des sollicitations global.

4.4 Systeme d’équations

Ici encore la discrétisation induit aprés assemblage a la résolution du systéme
d’équations linéaires (4.28) :

A u=s 4.28)
avec : A=K’ -o*M® (4.29)

Ce systéme ne sera pas traité directement comme pour le cas de la partie fluide mais sera

résolu par la méthode d’analyse modale.

4.5 Analyse modale pour le calcul du déplacement

L’équation d’équilibre régissant la structure, aprés avoir appliqué la méthode des

éléments finis (4.29), est de la forme :

MY i+KSu=s (4.30)
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Elle est représentée par un systéme d’équations linéaires couplées. La transformation :

u=Pv “4.31)
permet de découpler (4.30).

La matrice de transformation P est constituée par les m vecteurs propres P, définis par :
KP-o’MP, =0 pouri=12,.,m (4.32a)

et P=(P, P .. P) (4.32b)

La matrice P satisfait les relations d’orthogonalité suivantes :

® P"MP=I (4.33a)
oL
> —
@ PTKP=A= 2 — (4.33b)
0 >

En tenant compte de (4.31) le systeme (4.30) se transforme ainsi en :

MPV+KPv=f (4.34)

Multiplions L’équation (6) par [P]T, nous obtenons :

PMPV+P'KPv=P'f

[V+Lv=P'f (4.35)

A ce niveau, nous pouvons utiliser notre convention de temps-harmonique qui stipule

que les variables du probléme en régime harmonique s’écrivent sous la forme :

v =y el (4.362)
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et sachant que : f=Felo (4.36b)

L’équation (4.35) se simplifie a :

(b —?I)v=F (4.37)

(4.37) s’écrit sous la forme indicielle suivante :

(0 —0})¥, =f, pouri=12,.,m (4.38)
Connaissant le vecteur d’amplitude § de Pexcitation f, les pulsations propres de la
structure et la pulsation du fluide, nous pouvons calculer ’amplitude v, comme le

montre 1’équation (4.39), et par la suite la valeur de v selon (4.36a).

V=— 1 —F  avec o 2o (4.39)
(1); —(,0"

Par le biais de (4.32b) et (4.31) nous déduisons la valeur de u.



CHAPITRE 5

COUPLAGE ELASTO-ACOUSTIQUE

5.1 Position du probléme

Lorsque deux ou plusieurs systémes physiques interagissent, la solution de n’importe
quel systéme n’est possible sans la solution simultanée des autres systemes. De tels
systémes sont appelés systémes couplés et le couplage peut étre faible ou fort selon le
degré d’interaction. Les interactions fluide-structure constituent un cas de systémes

couplés. 1l existe deux catégories de systémes couplés :

Classe 1: elle concerne tous les problémes dans lesquels le couplage intervient sur les
domaines d’interfaces par le biais des conditions aux frontiéres. En général, les
domaines décrivent différentes situations physiques; mais il est possible de ne considérer
dans cette classe que les domaines qui sont physiquement similaires et/ou de différentes

discrétisations sont utilisées.

Classe II: elle concerne les problemes ol une variétés de domaines se chevauchent
totalement ou partiellement. Ici le couplage intervient par le biais d’équations
différentielles décrivant les différents phénomeénes physiques. Par exemple, les
interactions fluides-structures sont de classe I et les interactions plastiques- métaux

rencontrés dans une extrudeuse ou sol poreux-fluides sont de classe I

Lorsqu’une structure élastique vibre en présence d’un fluide acoustique tel que I’eau ou
Pair, il y a interaction entre les ondes €lastiques et acoustiques. Dans ce cas il faut
résoudre simultanément les équations de mouvements de la structure et du fluide qui
sont liées au niveau des surfaces d’interaction par deux conditions de couplage qui
traduisent la continuité de la composante normale du déplacement et des contraintes a la

traversée de ces surfaces.
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5.2 Probléme harmonique

On distingue sur le plan temporel deux types de problémes correspondant & deux
régimes physiquement différents :
v régime transitoire et

» régime permanent, ou régime stationnaire harmonique

Généralement, le régime transitoire correspond a un comportement de I’objet étudié en
un laps de temps relativement court et nécessite une disrétisation dans le temps.
Le régime permanent correspond, par contre, 2 un comportement identique dans le

temps de I’objet a étudier.

Dans le cadre de ce mémoire, nous nous intéressons qu’au cas stationnaire harmonique.
La solution que nous souhaitons chercheé, en respectant la convention temps-

harmonique, s’écrira sous forme de variables séparées. Ainsi, le champ scalaire

F (x,t) qui dépend de la position x et du temps t s’écrira sous la forme F(x) e,

5.2.1 Hypothéses physiques

Pour étudier la diffraction élastique nous considérons les hypothéses suivantes tout en se

référant 2 la figure ci-aprés:

Figure 10 Configuration générale du probléme d’interaction fluide structure
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Espace :
Soit un obstacle solide ©°c R’ délimité par I (appelée aussi surface mouillée) et entouré

par le domaine fluide Q=" e R® voir figure 10. On suppose que les ondes réfléchies

sont absorbées a I'infini.

Matériau :
Le fluide est supposé parfait, compressible, homogene, de densité p, et de célérité c. Le
solide est considéré comme rigide et linéairement €lastique; sa densité est pg. Le champ

scalaire de pression dans le fluide est dénoté par P(x,t)alors que le champ vecteur de

déplacement dans le solide est dénoté par U(x,t).

Temps :
Toutes les ondes sont en état permanent (temps harmonique) avec une pulsation ® et

satisfont la convention de séparation des variables temporelle et spatiale.

Magnitude des amplitudes :

Les amplitudes des oscillations dans le solide et le fluide sont supposées faibles.

Charge :
Nous avons deux situations : Soit qu’un champ acoustique incident est émis depuis le

fluide Q' ou le solide est soumis & un force excitatrice harmonique F (x,t)=F (x) e .

Repére :

~ z z . Pl . 3
Le systeme de coordonnées cartésiennes est supposé fixe dans R’ et 1’approche que nous

adopterons est une approche Lagrangienne globale.



68

L’objective souhaité est de déterminer le champ acoustique stationnaire diffracté de la

pression p(x)en tous points de Q.

Il est a noter que cette solution est complexe et c’est uniquement la partie réelle de

P(x,t)=p(x) e qui a un intérét physique. Nous avons donc :

Re(P) =Re(p(x) e™")
=Re(Re(p) cos(ot)+Im(p) sin((ot)) 5.D
=|p(x)| sin(ot+9)

: _ Re(p)
avec : ¢=arctan (Tr—n_(?)_] (5.2)

On voit bien que I’amplitude de la solution physique n’est autre que la valeur absolue de

la solution stationnaire, alors que ¢ représente sa phase.

5.2.2 Conditions a Pinterface

Considérons I’interaction entre un corps €lastique (cible) et un fluide non visqueux et

compressible. La cible est couplée au fluide, qui occupe un domaine extérieur illimité

Qf, via son interface I‘S. En fait, les deux milieux sont physiquement liés de deux

maniéres distinctes.

Le premier lien se fait a travers les conditions cinématiques de frontiére qui assurent la
continuité de la frontiére entre le liquide et le solide : la vitesse normale du fluide d’un
coté de I'interface doit égaliser la vitesse normale du solide de I’autre coté de I’interface
(il n’y a pas de composante tangentiel de la vitesse puisque le fluide est considéré parfait

et dés lors il peut glisser sur la surface du solide).
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Le second lien se fait & travers les conditions dynamiques de frontiére, résultant de

- oq- S 212 S .
I’équilibre des forces sur toute I : chaque élément de frontiére est sans masse, ce qui

implique 1’équilibre des forces.

Nous supposons qu’une onde acoustique incidente, a dépendance harmonique du temps,
est envoyée vers la cible et nous nous proposons de déterminer sa réponse et ’onde

diffractée.

Considérons un point arbitraire P de la surface mouillée I'. Soit n la normale unitaire

sortante et t un vecteur unitaire tangent a " tous les deux définis au point P .

. 3 s _
Pour une base locale orthonormée dans R, nous définissons un vecteur unitaire t,,

comme illustré par le schéma :

¢ = n At

2 “W (5.3)

-

-

N

Figure 11 Repére orthonormé local

5.2.3 Condition dynamique
t

La traction T a pour composantes dans la base locale(n, t ,t, ) : {Tn ,Tt1 ,th }

La pression est en équilibre statique avec la traction normale au frontiére du solide :

—(p+p,)=T, (5.4)
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ou la pression incidente p,_est connue et p est la pression diffractée.

Comme nous avons supposé que le fluide est parfait, ceci implique une absence de

traction tangentielle sur la frontiere :

T =T =0 (5.5)

Les composantes de la traction T dans la base locale sont reliées a celles dans la base

cartésienne globale par la transformation orthonormée suivante :

T=0,.n (5.6)

iT i)

ol n, sont les cosinus directeurs de la normale n par rapport au repere cartésien.

Nous avons donc : T={1:1 , 0,0 }E

nty )

Et: T, =T-n=T,n=06nn 6.7

LF IR

Ce qui permet d’écrire la condition d’équilibre de pression en terme de contrainte

normale :

O'ijninj=—(p+pmc) (5.8)

5.2.4 Condition cinématique

Les déplacements normaux du solide et du fluide sont égaux au niveau de la surface

mouillée, en effet :
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oV IV
pf_a—t——v(p-l_pinc) = pf_a—t_.n———v(p+p'mc)'n
'u

t2

= P ‘n=-V(p+p, ) n 5.9

u
harmonique

d(p+p.
= pf(l)zll'n=———————~(p pmc)

on

V est la vitesse et u est le déplacement des point d’interface.

Nous pouvons aussi tirer une relation qui reliée la dérivée normale de la vitesse a la

dérivée normale de la pression comme suit :

oV oV
pf_é—t.:——v(p.*-pinc) = pf—éi—.n:—v(p-l-pinc)'n

v

harmonique a +D.
= —impfv-nz—(%fﬂﬁl (5.10)
d(p+p,
- —i(Dprn:-——-—-—-——-(panpmc)

5.3 Equations gouvernantes

Les équations qui régissent le mouvement de la structure, comme il est illustré par la

figure, sont :
» Quantité de mouvement :

G;;;th—pst; =0 (5.11a)

]

» Relations déformation-déplacement linéaires :

& :‘;“(ui,j +uj; ) (5.11b)

» Loi de comportement de Hook :

0;; = Ciju € (5.11¢)
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» Conditions aux limites dans le cas général :

(5.11d)
Gijniz"(p'*'p'mc)
d{p+np. sur Iﬂin erface fluide 5.11e
pfwzu.n:___(l’afmc) ‘ G119
u=U; sur T, (5.119)
Ff
: T.

r

u

Figure 12 Configuration du probleéme d’élastoacoustique

Le mouvement du systeme fluide-structure autour de son état d’équilibre est régi par le
systéme d’équations (5.12) qui représentent les équations de mouvements harmoniques
du systeme couplé en termes de 1’amplitude de la pression acoustique diffractée pet de
I’amplitude du déplacement u de la structure qui est supposée élastique, linéaire et
harmonique (sans (5.11f)). Le probléme (5.12) représente le rayonnement d’un corps
€lastique plongé dans un milieu acoustique linéaire qui s’étend & P'infini. C’est un

probléme mathématiquement bien posé et admet une solution unique [17].

La solution du probléme (5.12) revient donc & déterminer les variables u(x,t) et p (x,t)

qui représentent respectivement le champ du déplacement de la structure et le champ de

pression dans le fluide.



STRUCTURE
Equation

Eo harmonique

0, Ps U =1, =
oU
0,.=C, =
i ijkl axl
Condition au Limite

G, 0, +p=-p,,

FLUIDE
Equation
Ap+k’p=0
Conditions aux Limites
2 ap apinc
P WG o

r~e0

dr

Cas spéciaux [17] :

(g1 _
fime 2)(—a—+ik)p=0 o a—p+ikp=o[r 2

or

d-1

|

S
sur Q

S
sur T

f
sur £

S
sur T

I-—o0
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(5.12a)

(5.12b)

(5.12c)

(5.12d)

(5.12¢)

(5.12H)

» u=0 correspond a la diffraction rigide régie par les équations (5.12c,d et f ).

14

>

SiT =0 correspond a une diffraction régie par les équations (5.12¢, e et f).

Si u=0 et p, =0 correspond a une onde libre se propageant dans Iespace régie

par les équations (5.12c et f ).

Sip. =0 correspond au rayonnement sonore d’un corps élastique vibrant dans le

mnc

fluide régie par toutes les équations (5.12a..f).

Si p, = p=0 correspond 4 la vibration d’un corps €élastique régie par (5.12a a c).
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5.4 Formulation faible du couplage élastoacoustique

Nous supposons que la structure est un solide élastique continu (le cas général est celui
de solide ayant une ou plusieurs cavités). Du moment que le probléme (5.12) est
composé d’équations de structure et de celles relatives au probléme extérieur de
Helmbholtz, appliquer la formulation faible au couplage €lastoacoustique revient donc a
formuler le principe variationnel pour les deux problémes séparément et ensuite

additionner les deux forme intégrales.

LD’expression variationnelle de la structure est donnée par (€quation (4.25) chapitre 4,

que nous rappelons ici) :

jgs (M (V-a) (V-v)+2pe(u):e(v))dQ’ —fgswz p u-v dQ°

s (5.13)
=—[,T-v dl-| F-vdQ
I Q
en tenant compte de (5.12¢) nous déduisons I’expression équivalente a (5.13).
j CAL(V-u) (V-v)+2pe(u)e(v)—o pu-v)dQ®
¢ (5.14)

=[ (p+p,)n-v dT=| F-vdQ’

Alors que celle du probleme d’Helmholtz tronqué (équation (2.57) en 2D du chapitre 2

et équations (3.5 & 7) du chapitre 3 que nous rappelons ici) est donnée par :
2 f
[ (Vavp-k'ap)d@ -] qMpdr=[, gqdr (5.15)

Dans ce cas la fonction g a pour expression :

apinc
dn

gzpfmzu-n— (5.16)
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Ajoutons ’expression de 1’équation (5.14) a celle de I’équation (5.15) tout en tenant

compte de (5.16), nous obtenons ce qui suit :

[ (VaVp-k’q-p)d@-| qMpdr

+ng (AM(V-u) (V-v)+2pne@)e(v)-o pu-v)dQ’

2 apinc
='|.Fs(pf(n u-n-— —é—r-r) qdl"+J‘F§ (p+p, v dl’

—jgsF v dQ°

[ vavpaa-[ K'q-p dQ—LR qMp dT

— matrice rigidité — matrice masse ~> matrice rigidité
fluide fluide frontigre artificielle

+st (AL(V-u) (V-v)+2pe(u):e(v))dQ’

—> matrice rigidité structure

2 s 5
_IQS p o u-vdQ -LS pn-v dI‘—J-FS p,® u-ngdl (5.17)

— matrice masse structure —> matrice couplage — matrice couplage
fluide--structure fluide—structure

=, i’gg—c qdr+ [, p, n-v dl—[ F-vdQ’

— terme de second

—terme de second
membre structure

membre fluide

5.5 Discrétisation par éléments finis

La discrétisation de [I’équation (5.17) est obtenue en remplacant Q et Q
respectivement par un ensemble fini de volume Q: cQ’ pour la structure et QZ cQ'
pour le domaine fluide tronqué. Dans ce cas nous pouvons utiliser les approximations de
u et p par éléments finis sur chaque volume correspondant (SZ: pour la structure et QZ

pour le fluide) :

u=Y ug, (5.182)
i=l



p =2; P.®

76

(5.18b)

N P . f
Ou¢,, 9,,..., q)ms et ¢, Q,,..., 9, représente respectivement une base de Qi etde Q.

Tout calcul fait nous obtenons le systéme couplé et linéaire suivant :
K +K’M'-G'  p,o’T P| |~
T' ~K'+o’'M’ || u S

ny

PK'q=3, [, VpVade,

ou:

ne

pMq=3, [ apd

e=]

pthq-:Zf (-—J-S qu dSR)
e=1 R

uKy=Y [ ALV (V-v)r2pem) e(v))dQ]
e=l e
tn oS = s
uM v—e=1 jﬂi pyu-v dQ

T & s
qTv= _[Feqn-v dr

e=1

& s s
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(5.19)

(5.20a)

(5.20b)

(5.20¢c)

(5.20d)

(5.20e)

(5.200)

(5.20g)

(5.20h)

(5.21)

(5.22)
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Pour une fréquence donnée, le systéme (5.22) peut etre rendu symétrique en divisant sa

deuxiéme équation par le terme p,; .

5.6 Algorithme de résolution itératif

Le systéme (5.21) peut étre représenté par le systéme suivant :

S Cllu F Su+Cp=F
N = = T (52321)
C Hlp q Cu+Hp=q
ol :
S=-K*’+0*M®
H=-—1_K"+Lm
p; @ Pt
C=T" (5.23b)
F=s
1
= r
1 Pf(’Jz

Nous proposons dans le cas d’une onde incidente depuis le fluide, et ou la structure (cas

général) est sollicitée par une forcé F , I’algorithme itératif ci-apres :

1%¢ itération

Fluide

A ce moment 12 nous avons u_, =0 qui est une donnée; I’équation (5.23b) donnera :

C'u+Hp,=q = Hp,=q (5.24)

Ce qui nous ameéne a résoudre le probléme tronqué de Helmholtz pour p,que nous

savons solutionner. En laissant le code Helmholtz tourner jusqu’a la convergence locale

dont le critere est désigné par €., , nous obtenons la solution :

H
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p,=H q (5.25)

Structure

(5.25) sera injectée dans I’équation (5.23a) ce qui conduit 2 la résolution de I’équation :
Su,+Cp,=F < Su,=F-Cp, (5.26)

Le probleme formulé par (5.26) est celui d’une structure dont l’inconnue est le
déplacement u, que nous savons aussi résoudre. En laissant le code structure tourner
Jusqu’a la convergence locale dont le critere est désigné par €., nous obtenons la

solution :

u,=8" (F-Cp,) (5.27)

Test de convergence globale

“ S Uy + C Po -F || = € Force
Et (5.28)
u CTuO+Hpo—q H <€

pression

Si oui arréte si non continu.
2°¢ itération

Fluide

(5.27) sera injectée dans I’équation dans (5.23b) ce qui donne :
C'u,+Hp,=q & Hp,=q-C'y, (5.29)

Ce qui nous rameéne une fois de plus a résoudre le probléme tronqué de Helmholtz pour

p, . En laissant le code Helmholtz tourner jusqu’a la convergence locale, nous obtenons

la solution :

p,=H'q-H'C'u,=H"(q-C"u,) (5.30)
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Structure

(5.30) sera injectée dans I’équation (5.23a) ce qui conduit a la résolution de 1’équation :

Su,+Cp,=F & Su =F-Cp, (5.31)

(5.31) est un probléme de structure dont I’inconnue est w, . En laissant le code structure
tourner jusqu’a la convergence locale, nous obtenons la solution :

u =S"(F-Cp,) (5.32)

Test de convergence globale

| Su+Cp,-F | < ¢

Force

(5.33)
| Curlpg | < ¢

pression

Si oui arréte si non continu. ...

N.B. La partie de traitement structural est décrite pour une résolution directe ou modale.
Dans le cas d’un traitement par la méthode d’analyse modale il suffit de prendre pour

second membre le terme F-Cp, (i est le numéros de ’itération en cours) et de procéder

comme dans le paragraphe 4.5 du chapitre 4 (équations 4.31, 4.36a et 4.39); autrement :
»  Obtenir une base modale

»  Calculer la pression du fluide sur le maillage structural

»  Obtenir les forces sur les nceuds de la sturcture

»  Obtenir les amplitudes ¥ puis les déplacements des nceuds structureu

»  Obtenir les déplacements des nceuds fluides.



CHAPITRE 6

RESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS DE COUPLAGE RIGIDE
ET ELASTIQUE

6.1 Techniques de résolution des équations fluides
6.1.1 Méthode de résolution

La méthode directe de résolution des équations algébriques résultantes aussi bien de la
diffraction d’un corps rigide que du rayonnement d’une structure élastique peut étre
utilisée, mais ce serait cher en termes de stockage et en temps de factorisation. Les
méthodes itératives, en particulier les méthodes de gradient, sont bien adaptées aux
matrices creuses. La méthode du gradient conjugué classique n’est pas utilisable
directement car la matrice n’est pas symétrique définie positive. La méthode de
résolution GMRES (Generalized Minimum Residual Method), est une méthode de
projection dans I’espace de Krylov, qui s’avere robuste pour la résolution de systémes
d’équations indéfinis tel que le systeme d’équations ( du type 2.63, 3.8, 4.29 et 5.27)
notamment lorsque le nombre d’onde k est trés €levé. L’idée de base de cette technique
[31] est de minimiser la norme du résidu normalis€ sur tout I’espace vectoriel de Krylov.
L’ algorithme de base s’énonce ainsi :

On cherche arésoudre : Au=F

°

1.Calculer le résidu r, =F-Au_, B=|| r, ”2 ,etr, L

§
2.Définir la matrice ﬁm ={h i } de dimension (m+1)xm.

Initialiser cette matrice & zéro.
3.Pour j =1,2,....,m,

a. Calculer W, =A \s

al. Pouri =1,2,....,],



all. hy:=(w,,v,)
al2. hy=w,-h, v,
bl. Fin de la 2°™ boucle
2 . . N
b.Calculer h, . =“ W, Il .St h,, =0 poser m:=jetalleras

W,
J

C. Vj+1 =

i*Lj

4.Fin de la 1°™ boucle

5.Calculer y  le minimum de Il Be,—H_y “2 etu_=u +v_y_.

la résolution du systéme d’équations suivant :

AM 'x=F
x=Mu

Son algorithme s’énonce ainsi :

.Calculer le résidu r, =F~AU,, p=|r, |, ot v,:===

B

2.Pour j =1,2,....m
a.Calculer w=M A v,
bPouri =1,2,..., ],
bl.  hy:=(w,v;)
b2. hij=w—hij v,

zéme

¢c. Findela boucle

81

L efficacité et la robustesse de GMRES peuvent €tre exploitées et méme améliorées en
utilisant un préconditionnement judicieux. Ce dernier est un moyen de transformer le
systeme initial en un autre qui a la méme solution, mais qui est mieux conditionné et

donc plus facil a résoudre avec GMRES. Le préconditionnement de GMRES est basé sur

(6.1)
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W
h

jtLi

3.Calculer h, . =u w ”2 et v, =

4.Définir V, =[v,,..,v, ], H, =1, }

m

5.Fin de la 1™ boucle

6.Calculer y_le minimum de H Be, —H_y “zet u_=u +V y_ .

La matrice de préconditionnement M est issue d’une factorisation incompléte du type
LU de la matrice A. Une factorisation ILU calcule une matrice triangulaire inférieure L
et une matrice triangulaire supérieure U de telle manieére que la matrice résidu
R=LU-A satisfait certaines contraintes, comme par exemple avoir des composantes
nulles dans certains emplacements. Nous considérons, en premier lieu, la factorisation
LU0, la forme la plus simple des préconditionneurs ILU. Par la suite, le

préconditionneur ILUT [32], plus sophistiquée est présentée.

La technique de factorisation incompléte avec un remplissage nul, désigné par ILUO,
consiste a décomposer 1a matrice A en des matrices L et U respectivement inférieure et
supérieure telles que celles-ci aient exactement la méme structure bande respectivement
des parties inférieure et supérieure de la matrice A. Cet algorithme se compose des

étapes suivantes:

1.Pour i=1,...,n

al. Pour k=1,...,i—1 et V(i,k)tel que a, #0

aik
all. Calculer a, =—
akk
al2.Pour j=k+1,...,net V(i,j)tel que aj

al3. Calculer a;=a;—a,a,

a2. Fin de boucle

2.Fin de boucle
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La technique ILUO est qualifiée d’ « aveugle ». En effet, clle ne tient pas compte des
valeurs numériques des €léments de la matrice A. Elle dépend uniquement de sa
topologie. C’est une des raisons de l'inefficacité de cette technique dans certaines
applications. Une alternative est d’éliminer certaines composantes, lors du processus de
factorisation de Gauss, en tenant compte des amplitudes de celles-ci. Ainsi, la structure

bande est déterminée de fagon dynamique.

L’algorithme générique ILU avec seuil (ILUT, ILU with threshold) dérive de
I’algorithme de Gauss en introduisant des régles d’élimination des éléments de faible
amplitude. Ces régles peuvent bien entendu s’appliquer a des éléments formant la méme

ligne.

1.Pouri=1,....,n

a.w=a, , a.désigne la ligne i de la matrice A
b.Pour k=1,...,i~letquand w_=#0

bl. w, :=—“—’5~
akk
b2. Appliquer une régle d’élimination aw,
b3. Si w,_#0 alors
b31. WEW-Wu ., U, désigne la Kieme ligne de U

b4. Fin Si
c¢.Fin de boucle
2.Appliquer une régle d’élimination a la ligne w
3.1;=w, pour j=1,...,i-1
4.w;=w, pour j=1,...,n

5.wi=0
6.Fin de boucle
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ILUO peut €tre vu comme un cas particulier de 1’algorithme ci-dessus ou ’on élimine les
éléments qui occupent des positions en dehors de la topologie de la matrice A. Dans le

processus de factorisation ILUT (lfil, tol), les régles ci-dessus sont appliquées.

1. Dans la ligne b2, un élément w,_est €liminé (remplacé par un zéro) si son amplitude,

relativement a la norme 2 du vecteur ligne, est inférieure a une tolérance tol.

2. Dans la ligne 2, la régle adoptée est différente. En premier, éliminer n’importe quel
€lément ayant une amplitude relative inférieure & la tolérance. Ensuite, sauvegarder
uniquement les Ifil plus grands éléments dans la partie L de la ligne et les Ifil plus
grands éléments dans la partie U de la ligne en plus des termes diagonaux qui sont
toujours sauvegardés. Cette deuxieme régle aide ainsi & contrler le nombre

d’éléments par ligne.

Les paramétres Ifil et tol permettent respectivement le control de I’espace mémoire

utilisé et la réduction du colit des opérations.

6.1.2 Calcul analytique du paramétre ¥

Dans le cas des ondes planes se propageant dans une direction 6 donnée, le paramétre
%, déterminé analytiquement par Harari et al. [26, 30], permet d’éliminer 1’erreur de
dispersion due a la différence entre les nombres d’onde des systémes discret et continu.
Pour un maillage régulier, formé d’éléments finis bilinéaires et de pas h constant, le

paramétre T a pour expression :

([, 6C4—f,—f, ~2£.f)
(kh)" (2+£,)(2+f))

(6.4)
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_ f =cos(khcos(9)) 65
avec: £, =cos (khsin (8)) (6.5)

Les valeurs de®, fréquemment utilisées en pratique, correspondent & 6=0"et §=22.5

[30].

6.1.3 Méthode proposée de calcul du paramétre T

Pour des maillages non réguliers, Kechroud et al. proposent [36] comme alternative, un

calcul numérique du coefficient ¥ au niveau de chaque élément fini. L’idée de base a
pour point de départ le systéme d’équations élémentaire issu de la discrétisation de la

forme variationelle (6.3), soit :
K | fub, -2 M {u}, ={o} 6.6)
ol K | . et | M |, désignent respectivement les matrices rigidité et masse élémentaires.

Les deux membres de la relation (6.6) sont multipliés par le vecteur ligne conjugué

{u}:T . L’expression du paramétre T est déduite de la relation ainsi obtenue :

kK], ul
K {ul M), ful

6.7)

T=

{ej(kcos(e)xl+ksin(6)yl) }

avec {u}ez et (X,,¥;)u..xng SONt les coordonnées des nceuds

formant I’élément fini considéré ( NNE : est le nombre de nceud par élément ).

Pour des maillages réguliers, les valeurs du coefficient ¥ obtenues & partir des
expressions (6.4) et (6.7), sont identiques. De par sa simplicité, cette approche peut étre

généralisée au cas tridimensionnel et aux éléments finis isoparamétriques linéaires.
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6.2 Quelques aspects d’implémentation
6.2.1 Résolution des équations de la structure

La méthode de résolution des équations résultats du mouvement de la structure dans le
cas d’une interaction €lastoacoustique est celle d’analyse modale dont 1’algorithme est
dénommé CSD (pour computational structural dynamics) et qui est décrit au paragraphe
4.5 du chapitre 4. Avant d’appliquer le code CSD, nous traitons dans un premier temps
la structure en question par le logiciel ANSYS. Ce dernier nous fournit les coordonnées,
les connectivités, mais surtout les valeurs propres et les vecteurs propres (obtenir les

matrices P et L) qui permettent de calculer le champ de déplacement de la structure.

6.2.2 Résolution des équations de couplage

Le couplage entre le fluide et le mouvement de structure élastique est illustré

I’algorithme.

Interface
{Matcher)
o Projection des f—gf———= o500 &

Forces |

Caloul Fluide Cgloud Stuciure

Fositons et ag— P{G}mﬁnn d&s ¢
Vitesses de Deplacsmenis |

Firderfars

Figure 13 Algorithme séquentiel : interaction fluide-structure

L’algorithme séquentiel est basé sur une alternance entre I’algorithme qui résout le

champ de pression fluide (Code Helmholtz) et ’algorithme qui résout le champ de
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déplacement de la structure (CSD). L’intermédiaire entre ces deux algorithmes est
constitué d’une interface appelée «matcher» [36]. L’interface assure les
fonctions suivantes :

- Projeter les pressions calculées par le fluide sur les nceuds de la structure.

- Mettre a jour les conditions aux limites du fluide en tenant compte des vitesses

de déplacement de la structure.

Nous rappelons, que lorsqu’il s’agit de traiter des cas ou le déplacement de la structure
est important, on adopte un maillage dynamique pour le fluide (i.e. on adopte une
description cinématique arbitraire Eulerienne-Lagrangienne ALE [37]). Dans ce cas
seulement on fait appel 4 un troisiéme module qui calcule le mouvement du maillage
fluide «Mesher» a partir des déplacements de la structure. Pour le cas présent de ce
mémoire, nous avons uniquement affaire a des petits déplacements de la structure. Le

module «Mesher» n’est donc pas indispensable.

Un premier algorithme itératif de résolution du couplage fluide-structure peut &tre décrit

par les étapes suivantes.

6.2.3 Exploitation du Matcher

Le fonctionnement du code matcher, qui a ét€ mis au point par mon collégue Z. Feng
dans le cadre de sa thése de Doctorat, dans le cas de 1’élastoacoustique est décrit par
I’organigramme de la page suivante. Les déplacements obtenus au niveau de la routine
Displace du dit organigramme sont multipliés par p, co? comme dans la premicre
condition d’interface :

2 . ap__apinc =y ap 2 . _apinc

I (6.8)

qui donne apres discrétisation par éléments finis :
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j=1

IQ)%E-dA%S“a:;jmﬂeSt.[N 2 ( p) dA= 2 (J‘N N. dA](gi) _[M]A{_g%}
A i % j

I’’équation (6.8) représente une condition de type Neumann. Cette intégrale est traitée
par une routine qui la traduit via sa matrice de masse en vecteur second membre (terme
de contour) et le communique ensuite au code Helmholtz. En d’autres termes, si nous
connaissons la valeur de la dérivée de la pression rayonnée et/ou diffractée, nous
pouvons calculer la pression rayonnée et/ou diffractée dans tout le domaine via le code

de Helmbholtz 3D.
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Lecture des donmées fuides of structme & ANSYS
Coordennées , Cormectivites
Homb e d’éléments, Hombre de neends,
Howbm de reeads par élément ... .

Pairing
Rontine perrnettant de repéier les nosunds
fhaides par rappoxt mx éléments

Displace
Caleuler le déplace ment des nosuds
fhaides surla frontiére shacturale

Coide CSD
Lezctme des vecteurs propres et valeurs
popes ef allocation des wémcires

L]

Create phd
Rontine permettant de calmalerles forces agissant
surles meuds fluide de Vinerface
Force_proj
Routire permettant de projeter les forces fluides sur
la stracture
CODE C5D

Caleal des déplacements des viceuds de Ja
shctim parure analyse modale (8. 4.79)

Digplace
Calrul des déplacements des noeuds
fluide VDLF i Uinterface (4q. 8.5).

Coidle Helrnholiz
Caloul du tenme de condoar
Résolntion pourla pression

de comvergence

du couplag
Sioaisort
Figure 14 Explotation du code matcher
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CHAPITRE 7

TESTS NUMERIQUES I VALIDATION DU CODE HELMHOLTZ 3D

Un nombre considérable de sources sonores peuvent étre analysées comme si elles
étaient des sources planes situées au ras d’un plan rigide. Ces sources représentent le
model de nombreux cas pratiques tels que les haut-parleurs, les conduites & ventilations,
...etc. Les sources peuvent étre analysées par la formule de Rayleigh comme une

distribution de sources simples de débit dQ(r, )=w(r, )dS, situées au ras du plan rigide.

Autrement dit, nous pouvons construire la solution analytique de ces sources pour le
champ lointain. Ceci peut représenter un test de validation pour le code Helmholtz, qui

jusqu’a présent n’était testé que pour la diffraction d’onde sur un corps rigide [36].

Dans cette partie, nous allons tenter de simuler plusieurs cas d’exemples connus par les
acousticiens a savoir le piston circulaire et rectangulaire vibrant uniformément. En outre,
nous traiterons le cas de la sphére pulsante, qui représente I’élément essentiel dans la

synthése des champs acoustiques rayonnés par les sources linéaires et planes.

Avant tout, nous allons passer en revue ces différentes sources sonores et donner
Pexpression de la pression au champ lointain pour les deux premiers exemples et celui

du champ rayonné pour le cas de la spheére (voir annexe VI).

7.1 Champ lointain des sources circulaires et rectangulaires

Nous rappelons que le probléme général de rayonnement est régi par 1’équation de
Helmholtz, la condition de continuité & interface fluide-structure et celle de la

condition de rayonnement & ’infini.

Ces équations particularisées & une géométrie plane bafflée s’écrivent comme suit :
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(V24K p=0 220

.Q_E* pw2W(XvY> Sur Sstructure
on 0 Ailleurs

- Condition de Sommerfeld

(7.1)

Pour les deux premicres applications nous nous intéressons essentiellement au calcul du
champ lointain. Dés lors, 'utilisation de la formule de Rayleigh pour le calcul de ce
champ lointain est justifiée (voir annexe IV). La contribution des sources simples doit
étre multipliée par deux pour simuler le plan de symétrie. Elle est donnée par
Pexpression (7.2) :

ik|r-r,|

_P ;
p=5 [ wnase) (7.2)

avec w et W sont le déplacement transversal et I’accélération de la source.

7.2 Test 1.1 : Champs leintain du piston circulaire bafflé

Nous essayons dans cette partie de valider le code mis au point en comparant la solution
numérique a la solution analytique (déduite de la formule de Rayleigh) du champ
lointain d’un piston circulaire bafflé (figure 14). Dans un premier temps, nous
analyserons, pour un emplacement donné de la frontiére artificielle, I’influence de la
résolution du maillage sur la solution numérique. Nous étudierons ensuite, pour un
méme maillage, I'influence de 'emplacement de la frontiere artificielle sur la solution

numérique pour différents régimes de fréquences.
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Piston circulaire animé
d’un mouvement de
translation selon son axe

Figure 15 Piston circulaire bafflé

Nous fixons les cas tests suivants :
e Le piston circulaire est de rayon r, =0.1 m et de hauteur h =0.01 m
e La frontiere artificielle est placée & 0.9,0.7, 0.5, 0.4, 0.3, 0.2 et 0.1 m du piston
o [’expression analytique du champ de pression lointain est donnée par :

pra\'?Veikr J,(kr, sin6)

2
p(r,8)= Crein® avec r,{(r et kr, ((r (7.3a)
e La condition de Neumann est :
dp 2
————— 7.3b
PO W, (7.3b)

avec w_1’amplitude des translations oscillatoires du piston circulaire.

e ’expression du champ de pression sur I’axe du piston est :

2

.k
Ip(O,Z)!zp cW—g—;— z))1, et kraz((z (7.3¢c)

La fronti¢re artificielle et le piston circulaire «PC» se présentent comme indiqué sur la
figure 15. La frontiére artificielle est une demie sphere ou les conditions aux limites
absorbantes de Bayliss-Gunburger-Turkel du second ordre sont appliquées.
L’intersection du plan xy avec la fronticre artificielle donne le baffle sur lequel nous
imposons une vitesse normale nulle. Nous avons utilisé le logiciel GID pour générer les

maillages. Les élements des maillages du domaine fluide sont des tétraédres linéaires.

L’amplitude w_des oscillations est prise égale & I'unité et W=ioW=-0"w

.
°
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Figure 16 Présentation géométrique du piston circulaire et de la FA par GID

7.2.1 Validation et étude de Pinfluence de la discrétisation

Les données du solveur et du préconditionneur de tous nos tests de cette partie

sont regroupées dans le tableau I :

Tableau 1
Données concernant le solveur et le préconditionneur
Grandeur Valeur
Ifil nnz/n
Tol du préconditionneur ILUT 107
Dimension de 1’espace de krylov im =50
Facteur de décroissance du résidu 1078

Nous avons construit cing maillages correspondant & une méme fronti¢re artificielle de

rayon R, =1. Les dit cinq discrétisations ont les caractéristiques suivantes :
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Tableau I
Caractéristiques des tests de discrétisation du PC pour R, =1

Nombrede Nombre Nombrede Nombre Nombrede Cotede
neeuds d’éléments neuds d’éléments ncecuds sur Parréte

Test  fluides fluides fluides fluides 1a frontiére d’un

total total d’interface d’interface artificielle élément
NNT NELT NNI NELI NNFA a

1 399326 1987903 4415 8428 85 451 0.02330

2 57 592 282 881 311 566 13 641 0.04462

3 17 450 84 008 280 516 3402 0.06688

4 10 558 48 952 287 526 1517 0.08007

5 8793 40 499 287 526 850 0.08530

Pour le méme emplacement et pour la méme résolution du maillage, la précision des
résultats obtenus (Tableau III) en utilisant un schéma du type GLS est supérieure a celle
obtenue avec le schéma de Galerkin classique. Dans les deux cas, le nombre d’itérations
et le temps de résolution et de factorisation sont pratiquement identiques. Méme pour
une faible résolution (test 5), le schéma de GLS conduit a une bonne précision. Ceci

nous ameéne a adopter dans la suite de nos essais le schéma GLS.

Tableau III

Erreur L2 sur || p | du PC pour un méme emplacement

Fréquence en Hz 100 200 300 400 500 600 760 800

04161 1.1795 3.8807 7.6033 12.2586 19.5955 31.5726 44.4660

04502 1.3375 2.7909 3.7793 5.7811 7.2726 10.2574 13.7501

1.8995 4.0845 12.2861 19.5422 34.8270 53.3754 80.0321 98.4167

2.5911 3.2168 7.0756 9.3536 15.4276 19.4313 26.8215 32.8367
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Le tracé pour les différents tests de ’erreur L, sur le module de la pression en fonction
de la fréquence pour le schéma GLS est illustré par la figure 16. Nous distinguons
nettement 'effet de la résolution sur la solution numérique. Plus la résolution est fine

plus Perreur L, sur le module de la pression est petite et plus la résolution est grossiére

plus la solution est moins précise.

Erreur L, selon la résolution
Piston circulaire de rayon r, = 0.1 et {a frontiere artificielle de rayon R=1

60% ~o—Test 1 ~#~Test 2 ~»— Test 3 ¥~ Test 4 —%-Test 5

50% /

40% v

30%

Erreur Lren %

20%

10%

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Fréquence en Hz

Figure 17  Erreur L, du PC en fonction de la fréquence (r,=0.1 et Rpa=1)

Essayons de voir maintenant ’effet de la résolution sur erreur L, du module de la

pression pour une fréquence donnée. Le tableau IV regroupe les résultats montrant cette

influence :
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Tableau IV

Erreur L2 sur || p | du PC avec le schéma GLS

Fréquence  Erreur Relative L; sur le module de la pression en %
en Hz Test 1 Test 2 Test 3 Test 4 Test 5

100 0.45021 0.57536 1.17208 1.37673 2.59105
200 1.33747 1.69774 2.31867 2.41955 3.21675
300 2.79090  3.58708 4.50869 5.20957 7.07556
400 3.77934  4.84456 5.74241 5.96407 9.35356
500 5.78108 7.07829 8.43338 10.48174 1542759
600 7.27259 8.24828 9.77997 13.37033  19.43127

700 10.25742 11.05841 12.30192 1852034 26.82153
800 13.75015 17.67314 18.44478 26.20307 32.83672
900 18.95063 24.19879  28.58097 30.91139  46.82932
1000 24.17933  27.64637 35.53368 42.07011 54.25208

Pour le méme emplacement (le cas étudié est celui d’un rayon de la fronti¢re artificielle
valant dix fois la dimension principale de I’objet rayonnant), la précision des résultats
obtenus (en utilisant un schéma du type GLS) diminue avec la résolution du maillage.
D’autre part, plus la fréquence augmente plus la précision est moins bonne; chose qui
peut étre corrigée en sachant que la précision des résultats dépend aussi de

Pemplacement de la fronti¢re artificielle (voir plus loin).

La figure 17 nous renseigne d’avantage, pour des fréquences données, sur le

comportement de la solution vis-a-vis de I’emplacement.
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Variation de L, en fonction de la résolution pour des fréquences données
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Figure 18 Variation de L; du PC en fonction de la résolution
7.2.2 L’influence de Pemplacement de la frontiére artificielle

Afin d’étudier I'effet de 'emplacement de la frontiére artificielle (FA), nous nous
sommes donné sept positions de cette dernieére. Et en vue de pouvoir comparer les
résultats qui en découlent, nous nous sommes fixé pour tous nos maillages une méme
valeur moyenne de 1’arréte de I’élément tétraédrique. Sa valeur est prise a peu pres égale

2 0.0233. Les sept discrétisations ont les caractéristiques suivantes :
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Tableau V

Caractéristiques des maillages du PC pour la méme "résolution”

Test R, NNT NELT NNI NELI NNFA
1 1 399 326 1987903 4415 8 428 85451
2 0.8 205 588 1023 471 403 730 47734
3 0.6 87 241 429 147 374 674 21285
4 0.5 50 829 248 280 360 648 12729
5 0.4 26 281 127 228 348 626 6 705
6 0.3 11 326 53620 333 600 2935
7 0.2 3567 15832 321 582 828

En changeant ’emplacement de la FA pour la méme "résolution du maillage", nous

obtenons les résultats formulés dans la tableau V.

Tableau VI

Erreur L, sur | p | du PC avec GLS pour une méme résolution

L, sur Fréquence en Hz

" P " 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Test1 0.4502 1.3375 2.7909 3.7793 5.7811 7.2726 10.2574 13.7501 18.9506 24.1793
Test2 0.5968 0.8852 2.5129 4.0126 52267 7.2867 8.2281 9.6158 11.2113 13.7321
Test3 0.8296 1.1156 1.5486 3.1162 4.6432 5.5668 6.8939 8.8961 9.6803 10.3593
Test4 1.0264 14120 1.6742 2.6106 4.4686 6.3334 7.5690 8.1681 9.3344 10.6177
TestS 1.4360 1.9204 2.3816 2.7600 3.6007 5.1804 7.0378 8.7875 10.0617 11.1277
Test6 22767 2.7940 3.4764 4.1340 4.6882 5.2866 6.2122 7.5922 9.3967 11.5852
Test7 4.8207 5.3570 6.1826 7.2109 8.3420 9.4725 10.5040 11.3550 11.9804 12.4032

Pour la plage de fréquence de 100 a 1 000, nous constatons :

e pour les hautes fréquences, le test 1 fournit une mauvaise précision de la

solution. Il sera écarté pour la suite de cette analyse.
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o le test 7 fournit lui aussi des précisions médiocres pour les basses fréquences. Il
sera aussi éliminé pour la suite de cette analyse.

e plus la fréquence est élevée plus la frontiére artificielle est a rapprocher de I’objet
rayonnant (voir aussi figure 18). Néanmoins, nous ne pouvons pas rapprocher
beaucoup cette frontiere du piston circulaire sinon nous risquons de
compromettre notre raisonnement puisque la comparaison de la solution
numérique se fait par rapport a celle d’un champ lointain.

e les tests 2, 3, 4 et 5 présentent un bon compromis; la précision est beaucoup

grande que pour les autres tests.

Ces deux derniéres constatations nous révelent ’existence d’un emplacement optimal

pour lequel la précision, dans la plage sus indiquée, est meilleure.

Pour pouvoir trancher sur I’emplacement optimal, il est indispensable d’étaler cette
plage. Nous préférons, pour le moment fournir un graphe qui nous renseigne sur le

comportement de la solution en fonction de ’emplacement.
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[ o R
Variation de L, en fonction de 'emplacement
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Figure 19 Variation de L, du PC en fonction de la fréquence.

La figure 18 laisse voir aussi un écartement pour les hautes fréquences de la solution
fournie par le test 2. Le test 6 présente aussi une faiblesse de la solution pour les basses

fréquences. Nous ne retenons en fin de compte que les tests 4 et 5.

Nous pouvons voir les résultats du tableau VI d’un autre axe. Nous fixons la fréquence
et nous faisons varier 'emplacement. Le tracé figure 19 présente le fruit de cette
suggestion. Nous distinguons que :

e plus la fréquence est élevée plus la frontiere artificielle est a rapprocher

e plus la fréquence est basse plus la frontiére artificielle peut Etre éloignée

e Un bon compromis est celui donné pour un emplacement dont le rayon est

compris entre R =0.4 et 0.6 et qui représente un rapport moyen de cing fois celui

du piston circulaire.
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Nous présentons ci-apres quelques résultats, se rapportant a I’emplacement Ry, =0.5,
qui ont une importance capitale en acoustique. Il s’agit des résultats concernant le niveau
de puissance acoustique, le facteur de puissance (voir équations 8.4 2 8.7), I’évolution de

Perreur L, sur le module de la pression et celle du CPU en fonction du nombre

adimensionnel A/, .

Variation de L, en fonction de Pemplacement de la frontiere artificielle pour des
fréquences données
——1=100 —8-f=200 —8-1=300 ~¥f=400 —%—f=500
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Figure 20 Variation de L, du PC en fonction de ’emplacement de Ia FA

Les caractéristiques du maillage, sur la base duquel nous allons tirer les résultats

susmentionnés (voir tableau VIII), sont données par le tableau VII :



Tableau VII

Caractéristiques du test du PC pour la FA optimal R, =0.5
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NNT NELT NNI NELI NNFA

0.5

128 720 620 149 7312 14 022 21 188

0.0172

Tableau VIII

Résultats du test du PC pour la FA optimal R, =0.5

Label

Al

100 80 60 40 20 10 5 4 34

y;

Lw Anal.
L'w Numl
Gray Anmnal.

Gray Num.

L,en %
CPUens

123.58 135.57 147.40
123.57 135.55 147.33
581.55

107.68 111.56 116.55
107.68 111.55 116.54
14.934 36.459 115.14
14.925 36.415
0.783 0.795
88.53 88.84

1.201 1.820 6.585

94.08 114.25

0.894
91.08

0.821
89.45

158.59 161.82 163.97 167.00
158.30 161.62 163.68 168.85
9190.7 1.399¢° 1.839¢° 3.877¢® 6.357¢® 2.024¢’
114.94 579.92 91453 1.377¢ 1.722¢° 3.706e® 5.945¢° 1.956¢
7367 9.089 20.460
207.36 256.94 289.34 267.11

PlusA/r,est grand plus le niveau de puissance acoustique et la capacité de rayonnement

sont petits, plus les résultats sont précis et le CPU est petit.

De plus la différence entre les niveaux de puissance acoustique (respectivement la

capacité de rayonnement) analytique et numérique est faible.

Pour une fréquence de 1700 Hz (i.e.A/r,=2) Ierreur est considérable. Le code donne

une précision trés appréciable pour des fréquences n’exceédent pas 1 500 Hz.

Pour pouvoir étaler cette plage, nous devrions mailler d’avantage le domaine fluide;

chose que le logiciel de maillage dont nous disposions ne le permettait pas.
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La visualisation des lignes de contour du piston circulaire pour les fréquences 100 et 500

Hz est donnée par la figure 35.

Niveau de puissance acoustigue
Piston circulaire r,<0,1- Re , =0.5
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Figure 21 Tracéde L, ,o ,L,et CPU en fonction de A/r,pourle PC
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7.3 Test 2 : Champ lointain d’une source rectangulaire bafflée

Comme au paragraphe 7.2 nous tenterons de comparer, pour le champ lointain d’un
piston rectangulaire bafflé figure 21, la solution numérique a la solution analytique.
Nous étudierons en premier pour un emplacement donné de la frontiere artificielle,
I’influence de la résolution sur la solution numérique puis nous analyserons, pour une

méme résolution, Pinfluence de P'emplacement sur la solution numérique pour

différentes fréquences.

Piston rectangulaire animé
d’un mouvement de
translation 1 au baffle

Figure 22 Piston rectangulaire bafflé

Les données et les références de nos tests sont :
e Ie piston rectangulaire «<PR» a pour longueur L=0.1m et largeur {=0.1m et
pour hauteur h =0.01 m
e La fronti¢re artificielle est placée & 0.9,0.7, 0.5, 0.4, 0.3, 0.2 et 0.1 m du piston
e I’expression analytique du champ de pression lointain est donnée par :

2L,L pWe™

p(r,0,0)= J.(KL, sin8 cos ) J, (kL sin 8 sin ¢) (7.4a)

e La condition de Neumann pour ce cas est :

dp 2
P pw w, (7.4b)

Dans ce test on s’intéresse a la solution du champ rayonné au-dessus du piston

rectangulaire. La frontiere artificielle est donc une demie spheére (figure 22). Les
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conditions aux limites absorbantes de Bayliss-Gunburger-Turkel du second ordre sont
considérées sur la FA. L’intersection du plan xy avec cette demie sphere donne le baffle
sur lequel nous imposons une vitesse normale nulle. Les éléments fluides sont des
tétraédres linéaires. Le domaine fluide est maill€ par le logiciel GID. L’amplitude des

oscillations w_est prise égale & I’unité.

S

)

Figure 23 Présentation géométrique du PR et de la FA par GID

7.3.1 Validation et étude de Pinfluence de la discrétisation

Les paramétres du solveur et du préconditionneur sont les mémes que celles données par
la tableau I. Pour étudier 'influence de la résolution sur la précision des résultats nous
construisons cing maillages correspondant & une méme fronticre artificielle de rayon

Ry, =1. Ces derniers ont les caractéristiques suivantes :
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Tableau IX

Caractéristiques des tests de discrétisation du PR pour R, =1

Test NNT NELT NNI NELI NNFA a
1 375052 1874 728 157 264 85451 0.01886
2 57 380 281 386 136 234 13 641 0.03548
3 17 353 83312 130 218 3402 0.05323
4 10716 49 803 130 218 1517 0.06319
5 8573 39 150 130 218 850 0.06847

Pour la méme résolution du maillage et pour le méme emplacement, la précision des

résultats obtenus (Tabeau X) en utilisant un schéma de Galerkin classique est inférieure

a celle obtenue avec le schéma du type GLS. Le nombre d’itérations et le temps de

résolution et de factorisation sont pratiquement identiques pour les deux schémas. De

plus, le test 4 présente une faible résolution; pourtant le schéma GLS conduit pour ce

test & une bonne précision comparativement au schéma Galerkin classique. Nous

adoptons dans la suite de nos essais que le schéma GLS.

Tableau X

Erreur Ly sur || p | du PR pour différentes fréquences

Fréquenceen Hz 100 200 300 400 500 600 700 800
L
el el 02442 08254 3.4195 7.3362 125088 19.7418 31.0436 43.2816
Schéma G.
L
250 Jd 03889 12854 2.0722 3.1300 53140 7.0897 9.2788 12.5437
chéma GLS
L
250 Ie] 1.2883 24770 8.8522 15.7837 28.1569 39.2477 64.5389 86.1087
Schéma G
L
our | p | 09110 24051 47681 6.7431 10.1258 13.2169 17.2914 27.7625
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La figure 23 illustre, pour différents tests, le tracé de I’erreur L, sur le module de la
pression en fonction de la fréquence. Elle montre bien Ieffet de la résolution sur la
solution numérique. En faite, plus la résolution est faible plus I’erreur L, sur le module
de la pression est grande et plus la résolution est fine plus cette erreur est faible et la
solution est précise. Le temps CPU varie dans le méme sens que I’erreur. Pour Un P4-
2GHz de RAM le temps nécessaire pour le testl (schéma G., 500 Hz) est 1 048 secondes
alors que celui du test4 (schéma G., 500 Hz) est 2.5 secondes

Maintenant, nous allons analyser I’effet de la résolution sur I’erreur L, du module de la
pression pour une fréquence donnée. Les résultats dressés par la table XI pour un

schéma GLS nous en disent plus sur le comportement de la solution vis a vis de la

discrétisation.

Erreur L, selon la résolution
Piston rectangulaire de dimensions L = | = 0.1 et frontiere artificielle R = 1

-4-Testi —HM-Test2 —&—Test3 ~#Testd -—H—-Test5
70%
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50%

40%

ErreurL,en %

30%

20%

10%

0% . e : . ‘ ‘ ‘ ' ;
100 200 3C0 400 500 600 700 800 900 1000
Fréquence en Hz

Figure 24 Erreur L, du PR selon la fréquence



Tableau X1

Erreur L sur || p | du PR pour différentes résolutions

Fréquence  Erreur Relative L, sur le module de la pression en %

en Hz Test 1 Test 2 Test 3 Test 4 Test 5
160 0.38894 0.48801 0.62113 0.91103 1.53317
200 1.28544 1.70641 1.91184 2.40513 3.06069
300 2.07221 296360  2.89446  4.76810  6.40274
400 3.12985 420577  4.67811 6.74311 9.44859
500 5.31398 6.00388  7.32276 10.12577 12.66093
600 7.08970 8.02420 993868 13.21686 19.03222
700 9.27884 12.49448 1548008 17.29139 27.63509
8060 12.54371 19.12889  20.74486  27.76247  38.75957
900 17.82302 24.48203 29.25290 35.61848 48.09294

1 000 2269392 2891384 35.07074 41.43973 63.58371
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Pour le méme emplacement, la précision des résultats obtenus diminue avec la résolution

du maillage. Aussi, plus la fréquence augmente plus la précision est mauvaise (voir aussi

figure 24). Comme on !’a vu dans le test I, la précision des résultats dépend aussi de

I’emplacement.
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Figure 25 Variation de 1, du PR selon I’emplacement de FA

7.3.2 Influence de I’emplacement de la frontiére artificielle

On se donne sept emplacements de la frontiere artificielle afin de comparer les résultats

qui en découlent. Nous fixons pour tous nos maillages une méme moyenne de I’arréte de

Uélément tétraédrique a 0.0188. Les sept discrétisations qui s’y référent ont les

caractéristiques suivantes :



Tableau XII
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Caractéristiques des maillages du PR pour la mé€me "résolution”

Test Ry, NNT NELT NNI NELI NNFA
1 1 375 052 1874728 157 264 85 451
2 0.8 193 335 961 278 165 280 45 081
3 0.6 82575 406 229 139 232 20201
4 0.5 48 002 234518 139 232 11995
5 04 24 968 120 423 156 266 6416
6 0.3 10 660 50263 134 226 2792
7 0.2 3567 14 983 321 582 828

Si nous déplacons I’emplacement de la FA et gardons une méme "résolution du

maillage" nous obtenons les résultats regroupés dans la tableau XIII.

Tableau XIII

Erreur L, sur | p || du PR avec GLS pour une méme résolution.

L, sur Fréquence en Hz
Ip] 100 200 300 400 500 600 700 800

900 1000

Test1 0.3890 1.2854 2.0722 3.1299 5.3140 7.0897 9.2788 12.5437 17.8230 22.6939

Test2 0.3531 09172 1.9135 277006 3.7498 5.6396 6.382 7.5663
Test3 0.3854 0.6932 1.2507 2.0498 2.5521 2.8485 4.0504 5.9619
Test4 0.4631 0.7188 1.0402 1.6118 2.3967 3.0195 3.3599 3.7808
Test 5 0.5856 0.8291 1.0920 1.3249 1.6407 2.1848 2.8728 3.5505
Test 6 0.8734 1.1257 1.4600 1.8009 2.0952 2.3597 2.7204 3.3344
Test7 1.8322 2.1170 2.5227 3.0044 3.5349 4.0943 4.6609 5.2089

9.8596 13.4478
7.2327 8.5972
5.1679 6.9327
4.0193 44242
4.2541 54522
5.7187 6.2028

Pour la plage de fréquence de 100 a 1 000 Hz, nous remarquons que :
e pour les hautes fréquences, le test 1 fournit une mauvaise

solution. 11 sera écarté pour la suite de cette analyse.

précision de la
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e le test 7 fournit de mauvaises précisions pour les basses fréquences. Il sera lui
aussi éliminé pour la suite de cette analyse.

e plus la fréquence est élevée plus la FA est a rapprocher de I’objet rayonnant mais
pas trop puisque la comparaison de la solution numérique se fait par rapport a
celle du champ lointain.

o lestests 2 et 3 s’écartent des autres ( voir figure 25).

e les tests 4, 5 et 6 présentent une bonne précision par rapport aux autres tests.

Dans la plage susmentionnée, les constatations qu’on vient de citer nous révelent
I’existence d’une position optimale de FA pour laquelle la précision est meilleure. Il est
clair que si nous voulons trancher sur la position optimale nous devons étaler la plage de

fréquences.

Variation de L, en fonction de 'emplacement de la frontiere artificielle

~&-R=0.6 ~¥~R=05 ~-¥-R=04 ~—%~R=03 ~+-RA=02
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Figure 26 Variation de L, du PR en fonction de la fréquence
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Etudions maintenant le comportement de la solution en fonction de 1’emplacement
figure 25. Ce graphique nous renseigne plus sur 'influence de la position et montre
combien la solution fournit par le test 3 s’écarte de celle du test 4. En conclusion ne

nous retenons que les tests 5 et 6.

Les résultats du tableau XIII peuvent s’analyser autrement. Fixons la fréquence et
varions I’emplacement (voir le tracé figure 26). Ceci permet de distinguer que :

e plus la fréquence est basse plus FA peut étre éloignée,

e plus la fréquence est élevée plus FA est & rapprocher ,

e Un bon compromis est celui donné pour un emplacement entre R =0.4et 0.6.

Nous dressons dans le tableau XV les résultats, relatifs & ’emplacement R, =04,

concernant le niveau de puissance acoustique, le facteur de puissance, I’évolution de
Perreur L, sur le module de la pression et celle du CPU en fonction du nombre

adimensionnel A/l (voir tableau XV) .
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Variation de L, en fonction de 'emplacement de la frontiere artificielle pour des
fréquences données
~—f=100Hz -#-f=200Hz —4—1=300Hz —~*-{=400Hz —3%-1=500Hz
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25%

/
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Erreur L, en %

Emplacement de la sphere absorbante

Figure 27 Variation de L, du PR en fonction de 'emplacement de FA

Les caractéristiques du maillage de cette simulation numérique sont données par le
tableau XIV.

Tableau XIV

Caractéristiques du test du PR pour la FA optimal R, =04

R,  NNT NELT NNI NELI NNFA a
04 203503 1011851 440 802 47768 0.009262




Tableau XV

Résultats du test du PR pour la FA optimal R, =0.4
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Al
Label
100 80 60 40 20 10 5 4 34 2

Lyama.  97.75 101.62 106.62 113.66 125.67 137.60 149.22 15277 155.25 162.15
Lonem.  97.74 101.61 106.61 113.65 125.66 137.64 149.06 152.72 15532 162.82
Opay anal.  4.767 11.637 36.764 185.90 295.62 4.615¢* 6.689¢” 1.516e® 2.684¢° 1.315¢’

Gy 4744 11.632 36.744 18574 295.44 4.653¢" 6.449¢° 1.497e° 2.729¢° 1.532¢’
Lyen% 0423 0429 0441 0475 0.642 1.107 2233 3334 4786 17.564
CPUens 157.29 15747 159.08 160.81 163.91 179.80 267.61 337.48 361.28 455.33
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Figure 28 Tracéde L, ,0 ,L,et CPU en fonction de A/l pour le PR
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Plus A/lest grand plus les résultats sont précis. Le CPU est dans ce cas petit et le niveau
de puissance acoustique et la capacité de rayonnement sont petits. Les niveaux de
puissance acoustique (respectivement la capacit€ de rayonnement) analytique et

numérique sont quasiment identiques.

Par ailleurs, pour A/l=2 (i.e. une fréquence 1700 Hz.) I’erreur est importante. La

précision est trés appréciable pour des fréquences n’excédent pas 1 500 Hz mais elle

reste excessive.

Si nous souhaitons étaler cette plage, nous devons mailler d’avantage le domaine fluide;

malheureusement, le logiciel de maillage GID ne le permet pas.

La visualisation des lignes de contour du piston rectangulaire pour les fréquences 100 et

500 Hz est donnée par la figure 36 page 125.

7.4 Test 1.3 : Champ d’une sphére pulsante

Dans cette partic nous tenterons de comparer la solution numérique d’une sphére
pulsante a de sa solution analytique pour tout le domaine d’étude (voir figure 28). Nous
analyserons Dinfluence de la résolution sur la solution numérique en fixant
Pemplacement de la fronticre artificielle. Nous étudierons ensuite le comportement de la
solution numérique en fonction de ’emplacement pour différentes fréquences et une

méme résolution.

Figure 29  Sphére pulsante
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Les cas tests se rapportent a :

e une sphére pulsante «SP»de rayon 1, =0.1m

e des fronticres artificielles placées a 0.9,0.7,0.5,0.4,0.3,0.2et 0.1 mde Ia
sphere pulsante

e une expression analytique du champ de pression donnée par :

22 .
PW I W, (1+1kr°)eik(r-—ru)

p(r)= = (7.5a)
r(k'c +1)
e la condition de Neumann :
dp P ® rw 1
. ik(r-r,)
8P _ ° "0 (ik . 7.5b
r (ke - ORI R)e (7.50)

La fronticre artificielle est une sphére (figure 29). Nous y placons les conditions aux

limites absorbantes de Bayliss-Gunburger-Turkel de second ordre. L’amplitude des

oscillations w_est prise égale & l'unité. Les éléments du domaine fluide sont des

tétracdres linéaires. Le domaine fluide est maillé par le logiciel GID.

Figure 30 Présentation géométrique de la SP et de la FA par GID
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7.4.1 Validation et étude de Vinfluence de la discrétisation

Les données du solveur et du préconditionneur sont les mémes que celles données par le
tableau 1. Pour étudier I'influence de la résolution sur la précision des résultats nous
construisons cing maillages correspondant & une méme frontiere artificielle de

rayonR, =1. Ces derniérs ont les caractéristiques suivantes :

Tableau XVI

Caractéristiques des tests de discrétisation de la SP pour R, =1

Test NNT NELT NNI NELI NNFA a
1 236 576 1183 040 710 1416 75 546 0.02769
2 130 784 651 997 397 790 42 406 0.03377
3 30920 152 896 94 184 10 446 0.05476
4 19 843 98 315 50 96 6 678 0.05323
5 6 370 30 194 18 32 2 566 0.09404

I’emplacement et la résolution du maillage étant fixés. La précision des résultats
obtenus (voir tableau XVII) en utilisant un schéma du type GLS est, dans I’ensemble,
supérieure a celle obtenue avec le schéma de Galerkin classique. Méme pour une faible
résolution (test 5), le schéma de GLS offre une précision meilleure que celle du schéma

Galerkin classique. C’est ce premier schéma qui sera considéré pour les tests qui suivent.
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Tableau XVII

Erreur L sur || p | de la SP pour une méme FA

Fréquence en

Hz 100 200 300 400 500 600 700 800

1.5011  2.3207 4.9574 9.8435 16.8533 23.0307 29.9333 43.6094

1.2280 3.7409 5.8237 4.7941 8.8251 11.9046 14.3547 19.8610

18.6041 18.4741 22.0397 25.7936 38.1282 52.2446 69.0017 89.1577

18.0829 17.8065 24.5434 24.9162 24.7806 21.6420 28.8470 41.2781

Le tracé pour les différents tests de I'erreur L, sur le module de la pression en fonction
de la fréquence est illustré par la figure 30. On distingue bien I’influence de la résolution
sur la solution numérique. Ainsi, si la résolution est fine ’erreur L, sur le module de la

pression est petite et la solution est par conséquent précise.

Maintenant, nous allons fixer la fréquence et nous tentons d’analyser D’effet de la
résolution sur Perreur L, du module de la pression. Les résultats regroupés dans le
tableau XVIII nous renseignent sur le comportement de la solution vis a vis de la

discrétisation.
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Erreur L en %

Erreur L, selon la résolution
Sphére pulsante de rayon r, = 0.1 et la frontiere artificielle de rayon R = 1

——Test1 ——Test2 —B-Test3 -—d-Testd -—H—Test5
70%

) /|
—
W

0 100 200 300 400 500 600 706 800 900 1000
Fréquence en Hz

0%

Figure 31 Erreur L, de 1a SP avec GLS selon la fréquence (ro = 0.1 et Rpa = 1)

Tableau XVIII

Erreur L, sur || p || de la SP pour une méme FA

Fréquence  Erreur Relative L, sur le module de la pression en %
en Hz Test 1 Test 2 Test 3 Test 4 Test 5

100 1.22801 1.58089  4.21932 1149681 18.08294
200 3.74088  4.06370  5.95725 11.60720 17.80647
300 5.82365 6.21049  9.00698 18.23671  24.54337
400 4.79405 4.83579  6.33942 18.63927 2491622
500 4.35430  4.90011 6.62669 18.01784  24.78064
600 8.82511 9.80855 13.94613 20.04127 21.64196

7060 11.90460 13.85218 1841336 31.32383 28.84703
800 14.35474 17.37154 22.53054 44.68152 41.27806
900 19.86099 20.89933 28.10310 50.94128 46.99644
1600 30.40064 29.53933 37.71101 58.61399 61.71284
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La précision des résultats obtenus, en fixant I’emplacement, diminue avec la résolution

du maillage. Sa valeur n’est plus bonne pour les grandes fréquences (voir aussi figure

31).
Variation de L, en fonction de la résolution
pour des fréguences données
it f = 100 Hz —o—1{ = 200 Hz ~%—1 = 300 Hz ~{ = 400 Hz ~#~1 = 500 Hz
85% i f 2 00 Hz e f = 700 Hz —tr—f = 800 Hz s 22 GO0 Hz v § 2 1000 Hz
68% —
'
o"/
) ..;"/}
= rd

2 51%
£
(1]
g
E)
=
£
i 34%

17%

- M.,M“_w..wm»«m?i””’””‘”"'”
0% . O , ; . . : .
0.010 0.020 0.030 0.040 0.050 0.060 0.070 0.080 0.090 0.100
Résolution
|

Figure 32 Variation de L, de la SP en fonction de la résolution

7.4.2 Influence de Pemplacement de la frountiére artificielle

On se dote de sept emplacements de FA en vue de comparer les résultats qui en

découlent. On prend pour tous nos maillages une moyenne de ’arréte de 1’élément

tétraédrique de 0.02765. Les sept discrétisations résultantes ont les caractéristiques
indiquées dans la table XIX.
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Tableauy XIX

Caractéristiques des maillages de la SP pour la méme "résolution”

Test Ry, NNT NELT NNI NELI NNFA
1 1 236 576 1183 040 710 1416 75 546
2 0.8 122 381 608 536 581 1158 39974
3 0.6 51641 255729 445 886 16 998
4 0.5 30 157 148400 366 728 10170
5 04 15298 74 497 306 608 5304
6 0.3 6 605 30 860 272 540 23598
7 0.2 1982 8393 218 432 930

Si nous varions la position de FA et nous gardons la mé€me "résolution du maillage",

nous obtenons les résultats regroupés dans le tableau XX.

Tableau XX

Erreur L, | p | de la SP avec GLS pour une méme résolution

L, sur Fréouence en Hz

Ip| 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Test1 1.2280 3.7409 5.8237 4.7941 4.3543 8.8251 11.9046 14.3547 19.8610 30.4006
Test2 12614 23669 5.1529 5.6299 4.0433 3.4318 6.5594 10.3922 13.4314 17.3459

Test3 1.3443 1.2657 3.2243 54247 62097 5.6121 4.5636 4.2553 5.6058 8.3727
Test4 1.4875 1.1945 2.1112 4.4571 6.4140 7.1483 6.6289 5.4334 4.8555 5.6569
TestS 1.6045 1.3971 1.2467 25271 4.5683 6.4181 7.5656 7.8576 7.3951 6.5877
Test6 1.8040 1.7419 1.4847 1.3602 2.1568 3.6944 5.4977 7.2608 8.7744 9.9163
Test7 22115 22362 22254 2.1699 2.1174 2.1690 2.4345 2.9596 3.7144 4.6410

Pour la plage de fréquence de 100 a 1 000 Hz, nous constatons que :
e pour les hautes fréquences, le test 1 et 2 fournit une mauvaise précision de la
solution. Ils seront écartés pour la suite de cette analyse (voir figure 32).

e plus la fréquence est élevée plus FA est a rapprocher de 1’objet rayonnant
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L’emplacement optimal s’avére difficile pour la sphére pulsante. Pour pouvoir trancher
sur ’emplacement optimal, il est indispensable d’étaler cette plage beaucoup plus. Nous
préférons, pour le moment, fournir un graphique similaire a celui du test 1.1 et 1.2, qui

nous renseigne sur le comportement de la solution en fonction de I’emplacement.

Variation de L; en fonction de la fréquence pour différents emplacement
de la frontiere artificielle

—~d~R = 0.6 w3t R 0.5 ~¥-R=04 ~8-R =03 e R = 0.2
12%

10%

8%

6%

Erreur L, en %

4%

2%

0% - . T T + r T . T
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Fréquence en Hz

Figure 33 Variation de L, de 1a SP en fonction de la fréquence

La figure 32, montre bien combien I’emplacement optimal est difficile & localiser. Nous

retenons que les tests 5 et 6 qui offrent de bonnes précisions.

Si nous fixons la fréquence et nous varions 1’emplacement nous obtenons le tracé de la

figure 33. Nous y remarquons que :
e plus la fréquence est élevée plus la frontiere artificielle est a rapprocher

e plus la fréquence est basse plus la frontiére artificielle est a placé a moins de cing

fois le rayon de la sphére pulsante
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e un bon compromis est celui donné pour un emplacement de R =0.2.

La table XXII se rapporte a 'emplacement R, =0.2 et dresse les résultats du niveau

de puissance acoustique, du facteur de puissance, de I’évolution de I'erreur L, sur le

module de la pression et celle du CPU en fonction du nombre adimensionnelA/r, .

r Variation de L, en fonction de 'emplacement de la frontiere
artificielle pour des fréquences données
~—{=100 ~B-=200 —8-{=300 =400 —¥%—f=500

~0—f= 600 ~+-f=700 ———f=800 w—fz000 -~¥~Fx 1000
35%
30% —
d
o
o
»//‘
25% <
./J
2 Mﬁ’/’
°5 20% Pl -
-:N K 4 M\M.,»‘””W
3 f/.»/ MM”,_.N
£ 1% . :
10%
5% L4

0.200 0.500 0.600 0.700 0.800 0.900 1.000
Emplacement de la sphere absorbante

Figure 34 Variation de L, de la SP en fonction de I'emplacement de FA
Le tableau XXI donne les caractéristiques du maillage de I’emplacement R, =0.2 .

Tableau XX1

Caractéristiques du test de ’emplacement optimal R ;, =0.2

R,, NNT NELT NNI NELI NNFA a
02 128720 620149 7312 14022 21188 0.006571
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Résultats du test de 1a SP pour 'emplacement optimal R, =0.2

Label

100 60 20

Al

o

10 5 2

085 0.68 0.57 0.50

Lw Anal.

116.70 125.55 144.27 155.27
Lo nom. 116.69 125.54 14426 155.26
Oray auat 3.538¢” 2.711e* 2.020e° 2.546¢

164.64 17432
164.66 174.18
2.203e% 2.042¢°

Oray Num. 3.532¢° 2.706e* 2.017e° 2.544¢” 2.212¢* 1.982¢°

L,en % 0.1604 0.1606 0.1585 0.1351

0.4325 2.6599

182.09 184.05 185.65 186.75
182.13 183.99 185.42 186.80
1.22e" 1.92¢" 2.78¢" 3.58¢"
1.23¢" 1.89¢™ 2.63¢° 3.62¢"
4.8892 10.142 15.417 21.277

CPUens 4973 4984 51.08 52.13 5673 87.91 11544 107.98 120.72 133.56
Niveau du puissance acoustique Facteur de rayonnement
Sphére pulsante r, = 0.1 - Rea=02 Sphére pulsante r,= 0.1 ~ Bea=0.2
150 B e
2~ Bur Anaiytiquo ~4~F.8. Analptigu
% =4~ Py Numtique. o« E.R. Humirigue
80 % 1B %
1 &1\ 15408 3
80 \ 1Ew08 \
1 5o 1E07 \
~
140 . Ee05 BNy Sy
120 \ - 1£008 \
\‘*\\_ m\\
120 e T 1Es08 h\‘”\x\‘\“
18 18403
» » « &0 [ [ 0 100 10 20 30 4 50 @ 0 sa 0 100
M, i,
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&
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Figure 35 Tracéde L, ,c ,L,et CPU en fonction deA/r, pour la SP
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PlusA/r,est grand plus le niveau de puissance acoustique et la capacité de rayonnement
sont petits. Au deld de la fréquence de 3 400 Hz (A/r, =1), Uerreur ainsi que le CPU

augmentent relativement vite.

Comme pour les tests I et II, la différence entre les niveaux de puissance acoustique

(respectivement la capacité de rayonnement) analytique et numérique est faible.

L’erreur devient importante lorsque la fréquence dépasse 6 000 Hz (i.e.A/r, =0.57). Par

ailleurs, le code donne pour la sphére pulsante une précision trés appréciable et son
application s’étend sur la plage 100 & 6 000 Hz. La visualisation des lignes de contour de

la sphéere pulsante pour les fréquences 100 et 500 Hz est donnée par la figure 37.

Remarque

Connaissant les valeurs de la pression sur la frontiere artificielle nous pouvons déduire
numériquement celle se trouvant en un point r =R, par le biais de I'expansion de

Atkinson-Wilcox (Voir Annexe I).

7.5 Conclusion

Les différentes simulations numériques qu’on vient de voir montrent 1’influence de
I’emplacement sur la précision de la solution. Elles montrent aussi que la condition de
Bayliss-Gunburger-Turkel d’ordre 2 donne d’excellents résultats pour une frontiere
artificielle proche de I’obstacle d’un ratio de trois a cing fois la caractéristique principale

de I’objet rayonnant. Nous retenons aussi ce qui suit :

» plus la fréquence est élevée plus il faut rapprocher la FA.
» plus la fréquence est faible plus la FA est a éloigner 1égérement du corp rayonnant.
» pour les fréquences supérieures a 1 000 Hz nous devons en plus de rapprocher la

FA mailler plus le domaine fluide.
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253
Fig.d

Figure 36 Lignes de contour (solution numérique) pour le piston circulaire

de rayon r, = 0.1 et une fronti¢re artificielle de rayon R,

0.5

Fig. aet b : sont relatives a une fréquence de 100 Hz
Fig. c et d : sont relatives a une fréquence de 500 Hz



127

TR

B

Figure 37 Lignes de contour (solution numérique) pour le piston rectangulaire

de rayon 1 =L =0.1 et une frontiére artificielle de rayon R, = 0.4

Fig. aet b : sont relatives a une fréquence de 100 Hz
Fig. c et d : sont relatives a une fréquence de 500 Hz

:
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Figure 38 Lignes de contour (solution numérique) pour le sphere pulsante

de rayon 1, = 0.1 et une frontiére artificielle de rayon R, =0.2

Fig. a : est relative a une fréquence de 100 Hz
Fig. b : est relative 2 une fréquence de 500 Hz



CHAPITRE 8

TESTS NUMERIQUES II RAYONNEMENT D’UNE PLAQUE MINCE

Les plagues minces exposées a un fluide représentent le type de structure simple a
intérét pratique qui permet d’étudier le phénoméne de rayonnement. Ce type de

géométrie a été traité par plus qu’un chercheur [7, 15, 16, 34].

Dans cette partie, nous évaluons le champ sonore rayonné, dans I’air, par des plaques
finies minces simplement appuyées et nous comparons la solution numérique sur la

frontiere artificielle a Ia solution analytique du champ lointain (annexe V).

Comme dans la partie tests numériques I pour une méme résolution, nous étudierons
d’abord l'influence de 'emplacement de la FA sur la solution numérique pour

différentes fréquences.

- >

'laque simplement appuyée soumise
a une force excitatrice harmonique
appliquée a son centre

Figure 39 Rayonnement d’une plaque simplement appuyée

Nous avons effectué¢ des tests sur une plaque rectangulaire mince de dimension
L x1xh excitée a son centre par une force F (figure 38).. La plaque est simplement

appuyée «PSA» a ses bords et ses vecteurs propres et valeurs propres sont calculés avec

le logiciel ANSYS. Tous les tests se feront avec le schéma GLS
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La frontiere artificielle est placée a 0.9, 0.7, 0.65, 0.5, et 0.4 mde la plaque (figure 39).

L’expression analytique du champ de pression lointain est donnée pour I’ air par:

ikr _ m _ n
p(r)=pwF Ty 4-H7 (D k,,;kn czs kaXD cc:skny:cosy;L; Coinyy
2nr 25 2o DL, L (k% -vD(k: -v) (kL +k2)* —u*)
(8.1)
La condition de Neumann pour ce cas de probléme est :
%‘1}:_" o' w(x,y) 8.2)

Le déplacement transversal de la plaque est donnée par (voir les annexes Il et V) :

cosk_x_ cosk y
w(Xx,y)= F m R cosk, x cosk,y (8.3)
,;,20 DL, L, ((kj +k2)* —u*)

La puissance acoustique active mesurée sur la frontiére artificielle :

o[

P(w)= —— dA 8.4
(@)=§ To,s (8:4)
Le facteur de rayonnement est :
P(o
o(w)= ( )2 (8.5)
Ps € SF.A.<V ((D)>
La vitesse vibratoire normale a S, est:
2 _1 2
(v ("’)>"—sf§sx V2 (o) dA (8.6)
Le niveau de puissance vaut :
L(w)=10log (P—gﬂ)—) &7

S, : aire de la structure vibrante.

S 4 - aire de la frontiére artificielle.

1/2 A . . .
<V2 ( a))> : vitesse vibratoire normale & S,, en valeur moyenne sur |’espace.

P, : puissance acoustique de référence. Pour I'air P, =107?W .
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La frontiére artificielle et la plaque se présentent comme indiqué sur la figure 39. Les
conditions aux limites absorbantes de Bayliss-Gunburger-Turkel du second ordre sont
appliquées. Le maillage du domaine fluide est réalisé avec le logiciel GID et celui de la
plague avec ANSYS. Les €éléments du maillage fluide sont des tétraédres linéaires alors
que ceux de la plaque sont des quadrilatéres linéaires. Le logiciel Matcher [37] est utilisé
pour le transfert des données a D'interface fluide-structure. L’amplitude de la force
d’excitation est prise égale a I'unité. Tous les nceuds de la frontiére artificielle sont
considérés comme des points lointains par rapport a la plaque. lLe tableau Tab.IL1

regroupe les données principales des deux domaines d’étude.

Figure 40 Présentation géométrique de la PSA et de la FA par GID
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Tableau XXTII

Données principales du test de couplage fluide-structure

Grandeur Valeur
Nature Acier
% Module de Young E=2110" Nm™
£ Masse volumique p, =7800 kg m™
o~ Coefficient de Poisson v=0.3
&  Longueur de la plaque 2L, =02m
2 Largeur de la plaque 2Ly, =02m
%  Hauteur de la plaque h=0.002m
Force F=IN
) Nature air
é Masse volumique ps =1.225 kgm™

Célérité

c=340ms™

Les parametres relatifs au solveur, au préconditionneur et au critére de convergence du

code de couplage de tous nos tests sont donnés par la table XXIV.

Tableau XXIV

Parameétres concernant le solveur, le préconditionneur, le couplage

Grandeur Valeur
Ifil nnz/n
Tol du préconditionneur ILUT 107
Dimension de ’espace de krylov im =50
Facteur de décroissance du résidu 107
Critére de convergence du couplage 107

8.1 Influence du nombre de neeuds structures de Pinterface

Pour montrer & quel point le nombre de nceuds structures influe sur la pression calculée,

nous considérons deux maillages de la structure; un grossier et D'autre fin ayant
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respectivement 441 et 10201 noeuds. Les deux tests se feront pour le méme
emplacement de la frontiére artificielle R, = 0.6. Les résultats numériques sont dressés

sur le tableau XXV.

Tableau XXV

Influence du NN structures sur la précision pour R, =0.6

L, sur Fréauence en Hz

" P ” 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Test1 0.6115 0.9671 1.9782 3.9064 5.0000 4.7315 3.9745 5.7567 9.3675 12.8070
Test2 0.5561 0.9487 1.9466 3.5268 4.5497 4.4192 3.8952 5.7951 9.3410 12.7306

Nous constatons qu’une augmentation de la résolution du maillage de la structure (peu
prés 20 fois) apporte une légére amélioration de la précision de la solution (4% en
moyenne). La figure 40 nous dit plus sur cette influence. Nous n’allons prendre pour la

suite de cette analyse que le premier maillage.
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[ :
Effet du maillage de la structure sur PErreur L,
Plaque simplement supportée 0.2x0.2x0.002 - Frontiere artificielle Ry, = 0.6
14%
—o— Noeuds structure de I'interface de 441
-4 Noeuds structure de Pinterface de 10201 /;
12%
10%
2
- 8%
o
)
5
6%
V1]
" e =
) /
0% . .

T Y T T T
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Fréquence en Hz

Figure 41 Erreur L, de la PSA pour deux types de maillage de la structure

8.2 Influence de ’emplacement de Ia frontiere artificielle

Dans la partie tests numériques I nous nous sommes intéressés aux champs sonores
traduisant la réponse du milieu fluide aux vitesses prescrites aux sources et nous avons
étudié I'effet de I’emplacement de la frontiére artificielle (FA). Dans la présente partie
on s’intéresse a la réponse du milieu fluide & une plaque élastique simplement appuyée
excitée harmoniquement par une force & son centre. Nous réitérons la méme stratégie

dans le but d’étudier I’effet de ’interaction sur le couple précision - emplacement.

Pour ce faire, nous nous dotons de cinq positions de la FA et nous fixons la cbte

moyenne de ’aréte de I’élément tétraédrique des maillages a 0.0215.



134

Le nombre de nceuds de la plaque est de 441 neouds. Les cing discrétisations du

domaine fluide ont les caractéristiques données par la table XX VL

Tableau XXVI

Caractéristiques des maillages de la PSA pour la méme "résolution”

Test R, NNT NELT NNI NELIL NNFA
i 1 535422 2669917 20209 38 806 154 074
2 0.8 261917 1299 383 20045 38 486 66 978
3 0.75 204 451 1011326 26311 50618 42 162
4 0.6 103 804 511 155 20045 38 486 15126
5 0.5 62 475 305110 20 062 38 520 1630

En faisant changer ’emplacement de FA pour la méme "résolution du maillage", nous

obtenons les résultats regroupés dans le tableau XXVII.

Tableau XXVII

Erreur L, || p | de 1a PSA pour différentes fréquences

L, sur Fréquence en Hz
Ip| 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Test1 0.4573 2.7980 5.5644 4.3900 5.0940 9.4633 11.6009 16.8475 25.1777 30.9913
Test2 0.4710 1.5743 4.1479 4.9534 3.4042 3.5107 6.6878 9.1363 11.5684 15.9068

Test3 0.5141 1.4294 3.8928 5.3899 4.5901 3.7870 5.9821 8.6542 11.1452 14.6210
Test4 0.6674 1.0599 2.3466 4.5223 5.4997 4.5278 3.6269 6.5269 10.1622 13.4057
Test 5 1.1239 1.4053 2.4477 4.5911 6.4943 7.1078 6.6920 8.5933 12.9426 16.8435

Pour la plage de fréquence de 100 a 1 000, nous constatons que :
e pour les hautes fréquences, le test 1 fournit la plus faible précision de la solution.

Nous ne tenons pas compte de ce test dans la suite de cette analyse.
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plus la fréquence est élevée, plus la frontiére artificielle est & rapprocher de

I’objet rayonnant (voir aussi figure 41) mais pas trop pour ne pas compromettre

notre raisonnement.

e les tests 2, 3, 4 et 5 fournissent des précisions qui sont trés serrées entre elles ce
qui rend difficile la localisation de l’emplacement optimal pour la plage
susmentionnées.

Variation de L, en fonction de Pemplacement de la surface absorbante
Plaque simplement supportée 0.2x0.2x0.002
—p-R=z{ -R=08 ~@F~R=075 —~¥%-R=06 -—H#R=05

32%

28%

24%

20%

®
&
3 16%
8
&

12%

8%

4%

0% ¥ . . . , K . ( .

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Fréquence en Hz
Figure 42 Erreur I, de la PSA en fonction de la fréquence
Pour pouvoir trancher sur I’emplacement optimal, il est indispensable d’étaler la plage

des fréquences des tests. Nous préférons d’abord tracer les résultats de la table XX VII en

fonction de I’emplacement tout en fixant la fréquence. Le tracé figure 42 permet de

distinguer que :

plus la fréquence est élevée plus la frontiére artificielle est a rapprocher mais pas

trop
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e plus la fréquence est basse plus la frontiere artificielle peut étre éloignée; ceci a
pour inconvénient de mailler finement un domaine important
® un bon compromis est celui donné pour un emplacement de rayon R =0.6 et qui

correspond 2 un rapport de trois fois celui de la c6te principale de la plaque.

Variation de L, en fonction de Pemplacement de ia frontiere artificielle

pour des fréguences données
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e et ot
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Emplacement de la sphere absorbante

Figure 43 Erreur L, de 1a PSA en fonction de I’emplacement de la FA

8.3 Influence du nombre de nceuds fluides de interface

La solution numérique dépend fortement du nombre de points fluides de I'interface
fluide-structure. Plus ce nombre est élevé plus cette solution est bonne. Afin de montrer
Ieffet de ce nombre sur la précision, nous considérons quatre maillages correspondant &
un méme emplacement R, =0.5. Les résultats des simulations, pour une fréquence de

500 Hz, sont regroupés dans la table XXVIIIL.
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Tableau XXVIHI

Erreur L, de | p || en fonction du NNI fluides pour R, =0.5

NNT NELT NNI NELI NNFA a L,

27521 134721 8187 15 570 1630 0.02856 6.4559
46 447 228623 13913 26 622 1630 0.02894 6.3698
62475 305110 20062 38520 1630 0.02175 6.0803
80189 391053 26 420 50 836 1630 0.02002 5.7206

Il s’en suit qu’une augmentation du nombre de nceuds fluides de l'interface de 70%

génere une amélioration de la précision de la solution de 13%.

Des résultats du tableau XXVIII, on voit que "augmentation du nombre des nceuds
fluides de Dinterface s’est accompagnée d’une augmentation du nombre de nceuds
fluides total. Donc, on dirait que I’amélioration de la précision est die au NNT et non au
NNI fluides puisqu’une augmentation du NNT, comme on !’a déja vu, entraine une
amélioration de la précision. Pour nous, ’objectif est d’augmenter le NNI tout en
gardant le méme ratio de résolution. C’est ce qu’on a fait; mais le logiciel GID procéde
automatiquement par une augmentation du NNT lorsqu’on lui demande de générer un

maillage structuré par ligne.

8.4 Résultats concernant I’emplacement optimal

8.4.1 Neeuds de Pinterface

Nous essayons ici de comparer la solution numérique a la solution analytique de la
défléxion de la PSA donnée par (8.3) et appliquée une fois aux nceuds structures et une
autre fois aux nceuds fluides de I'interface. Le tableau XXX donne les erreurs en norme
L, sur le déplacement transversal de la plaque pour les deux catégories de nceuds et la

figure 43 fournit le tracé de ces erreurs en fonction de la fréquence.
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Tableau XXIX

NNI fluides et structures pour I’emplacement optimal R, =0.6

R NNI NNI
FA fluides structures
0.6 20 045 10 201
Tableau XXX

Erreur L, sur #_des nceuds structures et fluides pour R, =0.6

L, sur Fréauence en Hz
i, 100 200 300 460 500 600 700 800 900 1000

Struct. 0.5494 0.4837 04274 1.0207 19154 29185 3.8569 4.4547 4.4466 3.7930
Fluide 0.5674 0.2513 0.7885 1.1426 1.8551 2.6044 3.2313 3.5842 3.5388 3.0207

Nous distinguons du tracé donné par la figure 43 que :
e [’erreur générale sur les nceuds de I’interface est relativement faible pour la plage
de fréquence 100 — 1000 Hz.
e les erreurs sur les nceuds fluides sont inférieures a celle des nceuds structures,
ceci est une conséquence directe du NNI fluides qui est supérieur au NNI

structures et de la définition de la norme 1.
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Erreur L, sur les nceuds d'interface en fonction de la frégeunce
Plaque simplement supportée 0.2x0.2x0.002 - Frontiere artificielle Rgx = 0.6

5.0%

—o— Noeuds structure de linterface
—#- Noeuds flulde de Pinterface
4.5%

- / / \
- S
J

1.5% // /
1.0%

0.5%

Erreur Lyen %

0.0% T T y T T
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Fréquence en Hz

Figure 44 Erreur L, sur le déplacement w pour R, =0.6

8.4.2 Neeuds du domaine fluide

Nous présentons ici, pour "emplacement Rp,=0.6, quelques résultats numériques en
fonction du nombre adimensionnel A /1 (Fig. 11.6) a savoir :

» le niveau de puissance acoustique,

» le facteur de puissance

» ’évolution de I’erreur L, sur le module de la pression

» et celle du CPU.
Les caractéristiques du maillage sont données par le tableau XXXI alors que les résultats

qui s’y rapportent sont dressés dans le tableau XXXII.
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Tableau XXXI

Caractéristiques du test du FA optimal R, =0.6de laPSA

R,  NNT NELT NNI NELI NNFA a
06 357668 1786108 20045 38486 95280  0.014484

Tableau XXXII

Résultats du test du FA optimal R, =0.6de la PSA

A/l

100 80 60 50 40 20 10 5 4 3.4
Lyasa 3344 3742 4262 4601 5030 66.87 7437 69.77 70.061 71.247
Lozt 3341 3739 4260 4598 5028 66.89 7426 69.66 70.021 70.976
Oray anar. 2.387¢” 5.817¢° 1.831e* 3.781e* 9.162¢* 1.375¢° 1.737¢’ 1.023¢® 1.127¢% 8.381¢’
Oray Num. 2.373€” 5.784¢” 1.820¢* 3.758¢* 9.108¢* 1.381e® 1.692¢” 9.969¢’ 1.116e® 7.873¢’
L;en% 0.505 0.516 0.538 0.557 0.587 0759 2777 4.023 7.533 12.807
CPUens 22323 22420 332.00 342.12 337.48 345.14 437.11 658.12 698.66 671.28

Label

Niveau de puissance acoustique Facteur de rayonnement

Plaque simplement appuyée 0.2x0.2x0.002 - Bp,=0.6 Plague slmplement appuyée 0.2x0,2x0,002 - Ry, <0.6
L .0E:+
- Pw Anaylique b ~4—F.R Analyliqus
o P Numérigae: —o~E.R humdriqus
S
7048 /\\ 108408 F—F \
\\, 0BT
",
. X
..,
4 AN 1.0E406 n,
. AN
~.
\4\ 10405
4 \ . ‘\
\_\ e e
i
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N cpy
Erreur L, pour une plaque simplement appuyée 0.2x0.2x0.002
La frontior articlelte & un tayon de 0.5 Plague simplement appuyde 0.2x0.2x0.002 - R, =0.6

el \.‘\__WHM_‘M\
E R

Figure 45 Tracéde L, ,c ,L,et CPU en fonction de A/l pour la PSA

Plus A/l est grand (i.e plus la fréquence est petite) plus le niveau de puissance

acoustique et la capacité de rayonnement sont petits, plus les résultats sont précis et le
CPU est petit.

De plus la différence entre les niveaux de puissance acoustique (respectivement la

capacité de rayonnement) analytique et numérique est faible.

Pour une fréquence supérieure a 1 000 Hz (i.e.A/I=3.4) D'erreur est considérable. Le

code donne une précision trés appréciable pour des fréquences n’excédent pas 1 000 Hz.
Pour pouvoir étaler cette plage, nous devrions mailler d’avantage le domaine fluide et

surtout avoir un nombre important de nceuds fluides sur ’interface.

La visualisation des lignes de contour de la plaque pour les fréquences 100 et 500 Hz est

donnée par les figures 45 et 46.

Une fois les valeurs de la pression sur la frontiére artificielle sont connues nous pouvons
déduire numériquement celles se trouvons hors du domaine d’étude i.e. r=R;, parle

biais de ’expansion de Atkinson-Wilcox (Voir Annexe I).
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8.5 Conclusion

Les résultats numériques obtenus montrent I’influence de I’emplacement sur la précision
de la solution. Ils montrent, en particulier, que la condition de Bayliss-Gunburger-Turkel
d’ordre 2 donne d’excellents résultats pour une frontiére artificielle proche du corps
rayonnant d’un ratio de trois fois la caractéristiques principale de la plaque, et ceci

méme pour une faible résolution (TestS tableau XXVII).

La précision des résultats dépend aussi du nombre de nceuds fluides de 'interface. Plus
ce nombre est €levé plus la précision est bonne. Par contre, le nombre de nceuds

structures a une faible influence sur la précision.
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Fig.f | Déflexion numérique de la fibre supérieure de la plaque.

Figure 46 Lignes de contour décrivant la réponse & une fréquence de 100 Hz
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Figure 47 Lignes de contour décrivant la réponse a une fréquence de 500 Hz



CONCLUSION GENERALE

Nous avons présenté et implémenté dans ce mémoire une nouvelle technique pour la
résolution du probléme de Helmholtz extérieur en 3D par la méthode des éléments finis.
Il s’agit de la condition DtN appliquée sur une fronticre artificielle qui remplace la

condition de rayonnement de Sommerfeld.

Nous avons appliqué une méthode d’éléments finis stabilisée utilisant des
approximations linéaires sur des tétraeédres, ce qui permet une grande flexibilit€é des
maillages non structurés, la résolution de problémes internes et externes, la résolution de
problémes d’interaction fluide-structure et la résolution pour des nombres d’ondes
variables dans 1’espace (chose qui est difficile pour les méthodes intégrales). Ceci a pu

étre réalisé grice a trois outils :

¢ Laméthode DtN qui remplace la condition de rayonnement a I’infini,
¥ L’algorithme itératif, pour les systémes en nombres complexes, GMRES et le
préconditionneur ILUT stabilisé,

¥ La formulation d’éléments finis Galerkin de moindres carrés GLS.

C’est ainsi qu'on a pu traité numériquement le probléme de rayonnement 3D de

structures rigides et élastiques.

Pour le premier cas de tests, nous avons constaté que la précision dépend de la résolution
du maillage du domaine fluide et de I’emplacement de la fronticre artificielle. Plus cette
frontiére est proche de I’objet rayonnant plus la précision est meilleure et ce méme pour

une faible résolution du maillage.

Par contre, pour le deuxiéme cas de test, qui concerne le rayonnement d’une plaque

élastique simplement appuyée, nous avons déduit les mémes constations mais aussi nous
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avons noté une dépendance étroite de la précision du nombre de nceuds fluides a

Pinterface fluide-structure.

Pour les deux catégories de tests, les résultats numériques obtenus montrent que la
condition de Bayliss-Gunburger-Turkel d’ordre 2 donne d’excellents résultats pour une
frontiere artificielle proche de 1’obstacle. Une distance de ’ordre de deux fois la

caractéristique principale de I’objet est recommandée.

Des travaux futurs sont, par conséquent, recommandés dans le but de mieux maitriser la
technique DtN. Ces travaux doivent étre orientés essentiellement vers I’élargissement de

la plage de fréquence ; ceci peut &tre réalisé en :

¥ implémentant de nouvelles conditions a imposer sur la frontiere artificielle.
» utilisant des maillages adaptatifs.
% modifiant le code pour traiter des problemes de propagation acoustique sur des

champs d’écoulement fluide non constant (aéroacoustique).

Nous invitons aussi le groupe GRANIT a invistir dans la validation et la comparaison du
code Helmholtz 3D et Rayonnement par rapport aux résultats expérimentaux et aux
résultats donnés par les codes commercials basés sur la BEM pour les mémes cas traités

dans ce mémoire.



ANNEXE 1
CONDITION DE RAYONNEMENT DE SOMMERFELD



CONDITION DE RAYONNEMENT DE SOMMERFELD

1.1 Fonction de Green et son application a I’équation de Helmholtz

Les fonctions de Green jouent un r6le important dans la solution des équations
ordinaires et partielles linéaires, et représentent une composante clé pour 1'élaboration

des méthodes des équations intégrales de fronticre.

Considérons une équation linéaire écrite sous la forme générale :
Lx)u(x)=f(x) (A.1.D)
ou L(x) est un opérateur différentiel linéaire auto-adjoint, u(x) est la fonction

inconnue, et f (x) est une fonction non homogene connue.

Une solution a I'équation (1) peut étre écrite comme suit :
u(x)=L"(x) f(x) (A.1.2)

ou Ll(x) est l'opérateur différentiel inverse de L(x). Et Comme L(x) est un opérateur
différentiel, on s'attend a ce que son inverse soit un opérateur intégral et que la propriété
(A.1.3) ci-apres tienne :

LL'=L'L=I (A.13)
avec I est I'opérateur d'identité. Plus spécifiquement, nous définissons l'opérateur inverse
comme :

L' f=[ Gxx)f(x)dx (A.1.4)
ou G(x,x) est la fonction de Green liée a l'opérateur différentiel L. Notons que
G(x,x’) est une fonction de deux points qui dépend de x et de x'. Pour compléter I'idée

de 'opérateur inverse L, nous présentons la fonction delta de Dirac en tant qu'opérateur

indentitél.
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Les propriétés de la fonction delta de Dirac 6(x) sont :

j: §(x—x) f (x)dx=f (X)) (A.1.5)

[T a(xyax=1 (A.L6)

La fonction de Green G(x,x’) satisfait & :
L(x) G(%,x)=0(x—X) (A.1.7)
La solution de 'équation (A.1.1) peut alors €tre écrite directement en terme de la

fonction de Green :
u®=[_ Gxx)f(x)dx (A.1.8)

Pour montrer que I'équation (A.1.7) est en effet une solution a I'équation (A.l1.1),

substituons (A.1.1) dans (A.1.7) :

]

Lu) = LT GExf(x)dx
L
indépendent
dex’ +oo
= J'_NLG(X,X’)f(X’)dX’ (A.1.9)
(@] too
= f §(x,x) f(x)dx’
()]
= f(X)

D’un point de vue physique, nous savons que la fonction de Green donne le potentiel au
point x di a une charge au point X' dit point de source (observation). Cette fonction
dépend uniquement de la distance entre la source et les points de champ. D'autres
interprétations physiques de la fonction de Green peuvent également €tre faites. Pour les
solides élastiques, la fonction de Green représente le déplacement dans le solide di a
I'application d'une force égale a l'unité. Dans le cas du transfert thermique, la fonction de
Green représente la température au point champ observation diie a une source de chaleur

d'une unité appliquée au point de source.
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Jusqu’a présent aucune mention n'a ét¢ faite des conditions de frontiére pour le probléme
posé. Nous cherchons une solution particuliére a l'équation (A.1.7). La solution
particuliére est, naturellement, indépendante de toutes les conditions de frontiére du
probléme. Cependant, nous pouvons toujours ajouter les solutions homogénes a la
fonction de Green :

G(x,x)=G,(x—x)+ G (x,X) (A.1.10a)
L(x) G (x,x)=0

ou L(x) G, (x~X) = (x-%) (A.1.10b)

G, est la solution particuliére. Elle est appelée fonction d'espace libre de Green et est

désignée également sous le nom de la solution fondamentale pour I'opérateur différentiel

L(x).

A noter que la fonction d'espace libre de Green est singuliére et la solution homogéne
G est non singulicre. Puisque Ggest une solution homogene, elle contiendra des

constantes, qui peuvent étre évaluées pour satisfaire toutes les conditions de fronti¢re du

probleme.

[N

Nous nommons les fonctions complétes de Green G(x,x) les fonctions a région-

dépendante, puisqu’en général, elles contiennent non seulement la solution, mais
également les limites nécessaires pour satisfaire toutes les conditions de frontiére du

probléme.

Comme exemple, nous considérons I'équation de Helmholtz en 3D :
—(A+K ) u=0 (A.1.11)
Ou A est I'opérateur de Laplace .

Dans ce cas-ci nous cherchons la fonction de Green :

L(x) G(x,X)=—8(x~ X)) (A.1.12)
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Notons qu’en 3D la fonction delta de Dirac est simplement une représentation compacte

des produits des fonctions delta pour chaque coordonnée :

S(x—x)=8(x, —x,) 8(x, —x;,) (X5 —X3) (A.1.13)

Pour obtenir la fonction de I’espace libre de Green pour ce probleme, nous emploierons
la méthode de transformée de Fourier. Nous utilisons aussi le changement de variable

Fr=%x—X.

Nous rappellerons que la fonction de Green dépend uniquement de la distance relative
entre les points source et champ d’observation et non de leurs positions absolues.

La transformée de Fourier et son transformée inverse sont données par :

i(s)=—L=["um)e™dr
(2m) (A.1.14)

u(r)=[" d(s)e™ds

La transformée de (A.1.12) est alors :

A A Chg. var.
=x-X

’ N N ey e
L(x)G(x,x)=-8(x-X") & L(r) G(r,x)=—-38(1)

A A

A
G(r,x)=G (1) r - A

N

& (A+K))(r)G(r) ==8(1)
1

(2n)?

i (2;)3 Jo-smetvdr

[Ta+Kk*) ()G (1) e dr

5—175? [(is,)% + (is,)? + (is,)? +k?]
-t 50

€
(2m)’

+oo .
x [T G(retdr=-



152

i(x)é(x,x'5=:-8():—x'3<=> [slz+s22+ s32 -«kz] CA}(r)z ! ;
(2m)
1
ok? = 1.15
= ([s]-1) 6= (AL1S)
1
= O (s o)

Dans l'espace physique la fonction de Green est alors donnée par la transformée inverse
deG(s) :

isr

)= —5ls—e
= (2 —k
@ny (|s|=i) (A.1.16)

oo ist
:(2;)3 ,L. |s|%—-k2 e dr
L'intégrale de Fourier est isotrope puisqu'elle dépend uniquement de 1’amplitude de s,
que nous dénotons s, et non de sa direction. [35] donne le résultat général pour des
mtégrales de Fourier isotropes en 3D :

ist 47

[Tis)e ds=m jo"" s' £(s) sin(s|r ) ds (A.1.17)

Utilisant ce résultat, Ia transformée inverse que nous cherchons est alors :

4 - .
G(r) = (2:)3 Ill‘l f;r Sszz sin(s|r|)ds
4%

- oy 2'11'] Ij: Sszz sin(s|r|)ds

isfr| -isr}
—£

__2n 1J‘+°° s
@ny |r| = <-K 21

is|r| -isfr|
2n 1 | se se
= - - ds
2ny 2i|r| I (sz—kz sz—kZ]

=T __1 11
(27[)3 1lr|{1 2}

ds (A.1.18)
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La premiere intégrale sera évaluée en considérant un découpage dans le plan complexe
de s. Puisque le dénominateur de la fonction a intégrer a des pdles sur ’axe des réelles,
nous introduisons une petite partic imaginaire pour excentrer les pdles de I'axe des

réelles de s.

. isr|

L=l | o) Grikrie) O

(A.1.19)
Nous effectuons une découpe dans la moiti€ supérieure du plan complexe. Ce choix
résulte du comportement du numérateur de la fonction a intégrer lorsque s devient grand.

En utilisant la théorie d'intégration par des résidus nous aurons alors :

isjr|
7 . s¢ T ( . i(k+ie);r|)_ . ik|r|
I1~181_133 kae(z)w Go(kfie)) G (kFie)) —!ﬁ{l;r()l mie =Tie (A.1.20)
Im(s)>0

De méme pour I, nous établissons une découpe dans la moitié inférieure du plan

complexe. Nous obtenons :

L=-mnie " (A.121)
La fonction de Green est alors :
ik|r ikir ik|ri
G(ry=——2 L {niekl e ’}:L-@—-—— (A.1.22)
(27) 1|r| 4n Ir!
ou encore :
1 ik| x-x'|
G (x-x)=—-& (A.1.23)

aw fxw]
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1.2 Représentation de Kirchhoff - Helmholtz

Supposons que nous avons a résoudre I’équation de Helmbholtz :
(A, +K)u=f(x) (A.1.24)
La fonction de Green correspondante est :
(A +K)G=3(x~y) (A.1.25)
L’expression de la solution est :

u(x)= j f(y) G(x,y) dy (A.1.26)

Pour traiter le probléme ol les frontiéres sont présentes, il est commode d'adopter un
point de vue plus général. Supposons qu’on considere le point x comme fixe et y comme

variable dans I'équation (A.1.25). La fonction de Green satisfait [’équation :

2 M N SR
(Ay+k )G (x,y) = (Y5 +E+5+k)G (x, =0 (x~y) (A.1.27)
dy, 9dy, 9y,

Nous écrivons donc (A.1.1) et (A.1.3) comme suit :

(A, +K)u=f(y) (A.1.28)

X est prise a la frontiere du domaine £ et y représente I’espace ou nous voulons évaluer
la solution u(yeQ").
Supposons que G (x,y) est une solution de 1’équation (A.1.5). Multiplions les équations

(A.1.4) et (A.1.5) respectivement par u(y)et G (x,y) puis soustrayons les résultats

obtenus. Nous aurons alors ;

(A, +k)Hu(y) G (x,y)=£(y) G (x,y)
(A, +k)G (x,y)u(y) =3 (x,y)u(y) (A.1.29)
= GA u(y)-u(y)A, G=£(y)G-8(x,y)u(y)
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Si nous intégrons maintenant sur le domaine £ nous obtenons :

fg (Ga Jay)-u(y A G Ja(y) =IQ f(y) GdV(y)

(A.1.30)
- [, 8(x. yu(y)dQ(y)

En utilisant le théoréme de Green et les propriétés de la fonction delta de Dirac il vient :
ux)=[_£(¥) 6xy)dQ) [, (u(y)V,Gn-G(x.y)V,un )dSy)

_ oG du

=[ TGy aQy) - ( u(y) 5 -(x.¥)- G(x,y) 5 y))dS(y)

(A.1.31)

Cette dernidre équation est dénommée représentation de Kirchhoff-Helmholtz.

1.3 Condition de rayonnement de Sommerfeld

Considérons la propagation d’onde dans un espace libre (ou domaine acoustique non-
borné). Nous supposons qu’aucune onde n’est réfléchit depuis 'infinl. L’expression de
cette condition est obtenue mathématiquement de I’'intégral de 1’équation de Helmholtz.

Soit u(r) la solution de I’équation homogéne de Helmholtz dans un domaine extérieur
Q' =R\Q:

(A +K)u=0 (A.1.32)
et G(r,r’) lafonction de green correspondante donnée par :

ik| r—v’
1 M

G(r,r)=G(| r,r’])zz;t——rm (A.1.33)

Cette fonction est définie partout dans Q' reliant un point d’observation r=(x,X,,x;) a

un point source r’=(X, X,’ x;’).
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Quelque soit rde Q*, u(r) satisfait 2 I'équation de Kirchhoff-Helmholtz (A.1.31).

u)=|, ( u(r) %ﬁ-(l‘,l")—G(r,r’)g—g(r’))dS(r’) (A.1.34)

Nous allons tronquer le domaine Q' par une frontiere fictive de forme sphérique

S, enfermant le domaine £ et ayant un trés grand rayon R. Le domaine complet

Q' sera couvert par la sphére S, en faisant tendre R vers I’infini.

Dans ces conditions :

Q" =9QuUS, (A.1.35)

On souhaite avoir ;

lim js (u(r’) %—f(r,r’)-—(}(r,rv —g—g(r’))dS(r’) =0 (A.1.36)

Pour un r fixe et appartenant 2 Q nous supposons que la sphére est suffisamment

grande pour que la relation suivante tienne :

R=|rr|=|r| (A.1.37)

et que la dérivée normale d/dn peut étre confondue avecd/dR .

—a%; = ;—R— (A.1.38)

Ainsi nous obtenons :
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B ke 7
4n'r -r] elk|”l ou
Ji, | 0 ) e aa (") 450
L i o 4
. 8(41:11) S 3y o las (A.1.39)
“IsR TS ¥ L
- du ikR
= iku—2% - — |&
fsk_‘k“ R dRJ4nd
ikR
Pour que hm_f 1ku————ﬂl— © _d45=0il suffit que
R dR | 4=x
1ku-—c—l—E
] dR
Hm =0
P R—oo
v
lim R =
R—e= R
Autrement:
! lkum% l d
lim =0 = iku———=0(R™)
R0 R dR
u 2 =o(R™") (A.1.40)
= R
Iim-B——O = | ou encore
R—e= R
u=0(R™)

Notons au passage que : dS=R?




158

L’équation (A.1.35) est connue sous le nom de condition de rayonnement de
Sommerfeld. La solution au probléme extérieur de Helmholtz qui satisfait la condition

de Sommerfeld est dénommeée solution radiante.

u=0(R™) & iku——g—;—=o(R'l) (A.1.41)

e e

Re présente le déclin ~

de la solution stationnaire au Re présente la directionnalité

champ loint ain de 1a solution stationnaire au
champ loint ain

On montre que si une fonction satisfait aussi bien I’équation de Helmholtz et la
condition de rayonnement (équation de droite) alors elle satisfera la condition de déclin.

C’est la condition de rayonnement qui est la plus usitée.

A noter qu’en 2D la fonction de Green est :
iH" (k|r-r|)
4

G(r,r)= (A.1.42)

OuH!" (x)est la fonction de Hankel cylindrique de 1¢ ordre (voir annaxe VII). La

condition de rayonnement a pour expression :

u=0(R™?*) et iku—-%zo(R“m) R — o (A.1.43)

La condition de rayonnement peut se généralisée pour n dimensions (nD) a:

u=0(R™™"?) et iku—-%:o(R'(“’””) R — oo (A.1.44)

1.4 Champ leintain

L’équation intégrale de Helmholtz peut étre utilisée pour calculer le champ lointain de la

solution rayonnée.

Le rayonR=| r’~r| peut €tre approximé par r=] r| > Ir’lzr’
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(r-r'¥=R* & R*=r’"+r"-2|r||r’|cos (r,r)

o R=([r]+[ef -2/r|r|cos ) )

2 2 , 172
< R=lr +0" -2rr’cos(r,r)

A2 , 12
1+(£) -2 L cos (r,r) )
r T

& R=r

TN

= )

, 1
= R_—':_r(l——Z—rr—cos(r,r’))

Dévelloppement
en série de Taylor

de (1- x)m au

voisinage de zéro 1 r’
= R=r 1———[2—005 (r,r’))
2 r

I

= Rzt [1—%005 (r,r’):}
- REr__rrcos(r,r)
r (A.145)
= R=r- rr
r

En insérant cette approximation dans (A.1.33), nous obtenons :

1 eiki r-r l

) =g Te—r |

4n || (A.1.46)

Dans le cas ou r’ se trouve sur la sphére unité S, alors r'=n’ et I’équation (A.1.46)

donne I’expression de 1’équation asymptotique :

Gem)z— e ¢ ¢ = L g (A.147)
dn  r 4t 1
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Sachant que pour un champ lointain, I’expansion de I’expression de Atkinson-Wilcox
conduit 2 I’équation asymptotique suivante :

ur) = L F(0,0) = £ F(D) (A.1.48)

o0 T -3 T

Introduisons 1’équation (A.1.47) dans I’équation intégrale de Helmbholtz (A.1.34) nous

obtenons :

-ikr aG a
) = re J‘su(u(n’)é—;l—,(r,n’)—G(r,n’)j;—l;(n’)JdS
. a 1 elkr -ikn-n’
e’ | [ u(n) S_E(ZE—T € J (A.1.49)

1 eikr .ikn.o’ OU
i a—r#““]ds

Le calcul de la premiere dérivée est le suivant :

=9 ) .
—Q_ 1 eikr e-ikn-n’ v _an a —1— exkr e_ik . ‘n,
on’ 4n 1  9rl 4n r

4t r r
ni; 1 eikr . -ikm-m’ ey ?
= ¢ [ikne™" )n (A1.50)
= 1e” (-1kn-n’)e'ikn'n!
4t 1

En remplacant (A.1.50) dans (A.1.49) nous obtenons 1’expression du champ lointain :

Ty - -ikr ~ 1 e“" L oy ciknen 1 e ' iknwou,
F(5) = re _"Sn(u(n)———ém — (-ikn-w)e o e Tas(w) |ds
= -——1—f ik(n-n’)u(n’)+29—(n’) e " ds
5. 4 Jds, on’

(A.1.51)
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FORME BILINEARE

Soit : B(p,q)-£(q)=0 VqeK (A.2.1)

B(p,g)=|_(K'q-p-VqVp)dQ+| q(ikBp)d,
avec - ’ VgeK (A2.2)
(@ =[ glp.cKudr,

De sa définition, £ est linéaire.
Montrons que B est bilinéaire et symétrique :

Preuve :
B(ap+bq,n=L [ (K'r-ap+bg)-VrV(ap+be)) Q- [ rikBlap+de) dr,
2 3
~a (.;. [, (Crp-Vrvp)dQ-[ r(ikBp) dr}) (A.2.3)

+b (—;—J‘Q(kzr-q—VrVq) dsz-jD r(ikBq) dT})

=a B(p,r)+b B(p,r)
Et,

B(q.p)=[,(K'p-q-VpVq)dQ- [ p(ikPq) dT,
=], (’pa-VpVa)dQ- [ q(ikBp) dr, (A2.4)
=B(p,q)

Le principe variationnel correspondant aux conditions originales du probléme est donné

par:

d81=0 avec p::i; surl} (A.2.5)
ou [ est la fonctionnelle du probléme :

I(p)=3B(p.p)~£(p) (A.26)
En effet :

81=I(p+8p)—1(p)
=-§-B(p+8p,p+5p)—€(p+6p)—-%B(p,p)%—f(p)

=-§(B<p+8p,p+6p)—B(p,p>>—f<p+8p>+f(p)
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51——(B(p p)+B(6p,p)+B(p,6p)+B(Sp,0p)-B(p,p))

CarBestlinéaire

—L(p)—L£(dp )+ L(p)

Car¢estlinéaire

:—-(B(Sp p)+B(p,8p)+B(8p,8p))—£(8p)

négligeable

=—(B(5P,P)+B(P,5P))~f(5p) (A.2.7)

=_(B(5p p)+ B(8p,p) )—4(8p)

Car Bestsymetrique

=B(3p,p)—4(dp)
=0

Ce qui montre (A.2.1).
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EXPRESSION ANALYTIQUE DU DEPLACEMENT TRANSVERSAL D’UNE
PLAQUE PLANE SIMPLEMENT APPUYEE

Considérons une plaque finie simplement appuyée sur tous ses co6tés. Cette plaque est

soumise a une force d’excitation en un point(x_,y,) (voir figure 3.1). En analyse
harmonique, nous écrivons le déplacement transversal sous la forme suivante:
iot
w(x,y)=w (x,y)e

L’équation du mouvement de la plaque s’écrit dans ce cas comme suit :

(V' -1 w=E8(x-x)3(y-y,) (A3.1a)
3
ol : D :—1—%——5 (A.3.1b)
-V
2
et : ut =L 1;)“’ (A.3.1¢)

Les conditions aux limites sont :

w(x,y)zaw(xz’y) =aW(XZ’Y) =0 pour |x|=Lx et iyl——-Ly (A3.1d)
ax ay
Z
Le schéma suivant illustre le cas étudié : A

Figure. 3.1 : Représentation schématique d’une plaque rectangulaire simplement

appuyée avec un type d’appui simple
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3.1 Vibration libre

L’équation homogene associée & (A.3.1a) peut s’écrire comme :
V- H v +uP)w=0 (A.3.2a)
ou encore :
(Vi -pHw=0 et (V +p*)w=0 (A.3.2b)

La solution générale de (A.3.2a) s’écrit :
W=W, +W_ (A.3.2¢)

ol w, sont des fonctions satisfaisant les équations :
(Vtp’)w, =0 (A3.2¢)

En utilisant la séparation des variables nous trouvons :

w,=Ae e (A.3.2d)
et wo=Ae e (A.3.2¢)
avec : ki +k;=p” (A3.20)

La solution générale s’écrit sous la forme de huit produits de fonctions trigonométriques
et hyperboliques :
w(x,y)=A sink x sink,y+A,sink x cosk,y+A,cosk, x sink,y
+A  cosk xcosk,y +Ashk x shk,y+A shk x chk,y (A3.2g)
+A,chk x shk,y+A chk xchk,y

Les coefficients A, i€ [1,...8] se déterminent des conditions aux limites. Tout calcule

fait, on trouve que le déplacement transversal a pour expression (superposition des

fonctions propres de la vibration libre) :

w(x,y)=Y Y W_ cosk xcosk,y (A.3.3a)
m=0 n=0
avec !
min nmn
=—— et k ,=— A3.3b
mToL, ¢ oL (A.3.30)
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k2 +k. = m (A.3.3c)

3.2 Vibration forcée

Comme on a vu a la section précédente, la fonction (A.3.5a) satisfait les conditions aux

limites (A.3.1d).
w_ (x,y)=W_ cosk xcosk y (A34a)

ot W__est une inconnue a déterminer. Son expression est donnée par :

cosk _x_ cosk y,
DL L ((k,+k.)*-p")

W_ =F (A.3.4b)

Pour la démonstration de (A.3.4b) est donnée a 'annexe V (Solution analytique de la

pression en champ lointain).

Remplagons (A.3.4b) dans (A.3.3a), nous obtiendrons 1’expression du déplacement

transversal de la plaque simplement appuyée.

k_x_ cosk
wxy)=F > Y = mx; ~ “Zy" —cosk _xcosk,y (A.3.4¢c)
m=0 n=0) DLX Ly ((km +kn) —u )

sachant que :

2 2.2 phwrz,m 2
DL, L (k,+k,) =DL L, =M ®__ (A.3.52)
4 ph(l)2 2
ou encore : DL L uw =DL L, 5 =M (A.3.5b)

avec M =pL L =pS estla masse de la plaque et S, sa surface latérale supérieure ou
inférieure.

L’équation (A.3.4c) peut ainsi s’écrire :

cosk x cosk
X 22 R e cosk _xcosk y (A.3.5¢)
Ms m=0 n=0 (Dmn — {0

w(x,y)=
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3.3 Quelques rappels

a. Relation de dispersion
Pour le cas particulier d’une onde progressive harmonique suivant 1’axe Oy, la solution

se réduit a :

w(y,)=w, e " (A.3.62)
avec : k, =2 (A.3.6b)
s
En remplacons (A.3.6a) dans (A.3.1a), nous obtenons la relation de dispersion :
2
4+ phw
k, 5 - (A.3.6¢c)
Nous déduisons alors ’expression de la célérité des ondes de flexion :
1/4
D 2
C, = (Eﬁ) ® (A.3.6d)

b. Condition d’appui simple :

Fig. A.3.2 : Type d’appui simple

Sile c6té x=a est simplement appuyé, le déplacement transversal le long de ce coté est
nulle. En méme temps, ce coté peut tourner librement par rapport a cette ligne ; il n’y

aura pas de moment de flexion le long de ce coté.
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FORMULE DE RAYLEIGH POUR LES SOURCES PLANES

4.1 1’espace libre des fonctions de Green

Le champ de pression en un point donné de P'espace peut étre formulé sous forme d’une
intégrale de surface formée d’une combinaison linéaire de 1’accélération de la fronticre

radiante. Il peut aussi étre formulé en terme de ’espace libre des fonctions de Green

).

(voir annexe 3); désigné par g(l r-r,

La fonction de Green doit :
@ étre la solution de I’équation inhomogéne de Helmholtz :
(V’+k)g(r-r.=8(r-r,) (A4.1)
ot la fonction de Dirac est définie dans le volume V par:

J. ¢(r,)8(r—r,)dV(r,)=¢(r) rdansV

=9-(2—r2 r sur la frontiére de V (A4.2)

=0 r a4 Vextérieur

@ satisfaire la condition de rayonnement de Sommerfeld :

. 3 dg . _
|r_lilil'_l)°°|r r°![a|r—ro| lkg] 0 (A4.3)

Pour solutionner les équations (A.4.1) a (A.4.3), nous utilisons les coordonnées
sphériques. L’origine coincide avec la singularité de la fonction de green donnée par
(A4.1) de fagon a ce que la fonction de Green satisfait 1’équation homogene de

Helmholtz ie. :

EnCood.Sph.
wat (3 59 o’ (rg(n)
9 99 rg(r 2
vk = 22 4k’ |gmy=L + =0
( )g(r) |r—rﬂ|=|r[=r arz + rar+k g(r) r 1‘2 k g(r)
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avec r>0 (Ad4)
Le changement de variable rg(r)=f(r) donne :

£ (0)+kf(r)=0 (A4.5)
La solution générale de (A.4.5) s’écrit :
f(r)=Ae +Be " (A.4.62)

et celle de (A.4.4) est donnée par :

~ikr

¢ (r)=% (A +Be™) (A.4.6b)

Nous déduisons de (A.4.2) que d o< r et de (A4.1)quegeoe ™ . Ces constats impliquent
que les constantes A et B sont adimensionnelles.
De plus, I’équation (A.4.3) requiert une onde sortante comme le stipule la condition de

rayonnement de Sommerfeld :

ikr —ikr ikr —ikr ikr —ikr
r(_ag_ikg):r _Ae +Be +ikAe -Be —ikAe +Be
2
dr r r r
I~ ikr —ikr —ikr
_p|-Ae *Be y 2Be (A4.7a)
ikr —ikr
:__Ae +Be __iZkBe-xkr
r v
e

Le premier terme de la derniére équation (A.4.7a) est borné entre—1/retl/r. D’apres le
théoréme des gendarmes, ce terme tend vers zéro lorsque r tend vers I’infini. Par contre

le deuxiéme terme ne I’est pas; ce qui nous force a prendre :

B=0. (A.4.7b)

Ainsi, I’expression de g se réduit a :

ikr

g (r)=—11: Ae (A.4.7¢)

~

Le coefficient A est déterminé a partir de la condition de singularité de I’équation

inhomogene de Helmholtz.
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Pour se faire, I’équation est intégrée sur un élément de volume sphérique de rayon a et
de centre le point de singularité r=0. L’équation (A.4.2a) de la définition de la fonction

de Dirac devient :

j S(r)dv=1 (A4.8)

v
Ce qui permet d’écrire (A.4.1) sous la forme :

lim [ (V' +k*)g(r)2nr"dr=1
0
ou encore, en tenant compte de (A.4.7¢) :
ikr

lim 41:[ (V+kHAE—rdr=1
a—0 A r

a ikr a (A49)
& lim 4nA[.[ vz{e ]rzdr+kzj re‘krdr}zl
a—0 s T s
La deuxiéme intégrale de (A.4.9) vaut :
kza ik g 2| Lk 17 w2l a ika 1| 1 i
!re dr “:ike ", ik-!e ike Tik|ik |
=k’ {iﬁ‘l‘-{eika +—1;1—2—(eika —1)}=e“‘"‘ (1-ika)~1
. 23 ikr . ika .
et: gl_glfol(k I re dr}=£1_r)ré (e (1—1ka)~1)=0 (A.4.10a)
0

Pour la premiére intégrale de (A.4.9), nous utilisons le théoréme de Gauss comme suit :

a ik ikr ikr
jvz AL 4m2dr=j V.V AS - |gv = v| A& |nds
5 T v T nest le vecteur T

T

normale sortant S
ikr i i
= ~8—(Ae stzj Aelkr(l lzkr]ds
Y Or r d ¢

a ikr R M _
lim VZ(A"’ ]4m2dr=umf Ae"“(lk’f2 1)dS
a—0 T a~—>0S r

ot : (A.4.10b)
=lim [-A-dS=—4na’ A =—4nA
a->0
s a a
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Remplacons (A.4.10a & b ) dans (A.4.9) nous aurons :

A=—_Ll_ (A4.11)
47

En fin, si nous remplacons (A.4.11) dans (A.4.7c), nous obtenons I’expression de la
fonction de Green pour r, =0 :
] ikr

1
g(n)= i © (A4.12)

Qui peut étre écrite pour un systéme de coordonnées arbitraire r, #0 sous la forme :
ikl r—, |

S N -
g(r-r) yr (A.4.13)

4.2 L’équation intégrale de Helmholtz

Nous souhaitons obtenir une représentation intégrale du champ de pression

p(r) satisfaisant I’équation de Helmholtz dans V (r) limité par S et S, .

Figure 4.1 : Configuration géométrique utilisée pour construire I’équation

intégrale de Helmholtz
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Nous avons :
(V:+k*)p=0 dans V(r) (A4.14)
La solution de (A.4.14) doit satisfaire 1a condition d’interface :
op ..
—a——n—+p ®=0 sur S (r) (A4.15)

Multiplions (A.4.14) par g et (A.4.1) par p. La soustraction des deux équations ainsi

obtenues donne :
p(r,)Vg(|r-r)-g(r-r.) V’p(r)=8p(r,) (A4.16)

et pV'g-gVp=pV'g-gV'p+VpVg-VgVp=V-(pVg-gVp)  (A4.17)

Appliquons le théoréme de Gauss a (A.4.17), nous aurons :
[ (©V’e-gV’p)dV=]V- (pVg-gVp)dV
v v

= [ (pVe-gVp)ds (A4.18)

8,+S,

_ dg__9p
= [ (p5--gz0)ds

S48, on

D’autre part, 'intégrale dans V(r)de (A.4.16) vaut :

[8p@)dv=ep(r) (A.4.19)
v

avec : e=0 pour rg V(r)
e=1 pour re V(r) (A.4.20)

s=—% pour 1€ S ou S,

Par conséquent : p(r)=¢ I (p g_;g;_ g g—ﬁ) dS(r,) (A4.21)

S, 48,
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L’intégrale sur S, doit s’annuler lorsque cette dernicre tend vers 1'infini. Cette €évidence

nous permet de retrouver la condition de rayonnement. En effet, si nous considérons

S, comme une sphére de rayon 1, nous aurons :

dg 9P, o1 2 _nop@) _
i(pan 5o)as=lim4nry | g(|r rl|)————arl p(ry) - =0 (A4.22)

1

ag(lr“rxl)}

Or: lr—rllzr1 lorsque 1, tend vers I'infini. La fonction de Green donnée par (A.4.13)

devient :
Sl A4.23
g(lr——rl‘)_“ 47'51‘1 ( A, a)
dg .
et s==ikg(r-r)) (A4.23b)

1

Si ce résultat (A.4.23b) est substitué dans (A.4.22), nous obtenons :

11_1)2 4nr12g(|r—r1|)|: 9%2—11@@1) }

1

doit

dp(r,)
0

1

=lim4nrg(jr-r|) limg [ ~-ikp(r,) } = 0

etre nuile
d'aprés (A .4.20)

La fonction sous la premiére limite de la seconde équation est bornée ; et pour que le
résultat des deux limites soit nul il faut obligatoirement avoir :

dp(r,)
dr.

1

limr,
1>

—-ikp(r,) }=0 (A.4.23¢c)

ce qui nous conduit a la condition de rayonnement de Sommerfeld sur la pression.

Autrement dit, la pression doit décroitre avecr,. L’équation (A.4.21) se réduit ainsi a
I'intégrale sur la surface radiante S_. Si on tient compte de la condition d’interface

(A.4.15), le champ de pression donnée par (A.4.21) s’écrit sous la forme :

p)=[ (SE-pwa)asir) (a420

S,
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Si on construit une fonction de Green qui satisfait la condition de frontiére de Neumann

surS_suivante :
aG (r/
oG alr) r°)=O sur S_(r,) (A.4.25)
on
(A.4.25) se simplifiera d’avantage a :
p(r)=-p _f wG(r/r, )dS(r,) (A.4.26)
Sn
ou: G(r/r)=g(|r-r )+ T'(x/r) (A4.27a)
N
Solutionde (13)
et _QE:__a_g_ sur S (A4.27b)
on  dn °

4.3 La formule de Rayleigh pour les sources planes

Nous savons que le champ de pression généré par deux points sources identiques donne
lieu a une dérivée nulle par rapport 2 Ia direction normale du plan de symétrie des deux
points sources [7, 16]. C’est “ce que requiert la fonction de Green. La fonction de Green

s’écrit alors en coordonnées rectangulaires pour un plan infini z=z_:

g(r/r, )=lei_r?1(}[g(x,y,z/xe,yo Z,—e)+g(X,y,2/X .y, .z, +e)]
=2g(x,y,2/X_,y,,2,) (A4.28)
= 2g(]r—r°|)

Si on remplace cette derniere dans (A.4.26), nous obtenons :

ikr-r,| |

_P -
p(r)=5— W dS(r,) (A.4.29)

S,



ANNEXE 5

CHAMP DE PRESSION LOINTAIN D’UNE PLAQUE SIMPLEMENT
SUPPORTEE



CHAMP DE PRESSION LOINTAIN
D’UNE PLAQUE SIMPLEMENT SUPPORTEE

Considérons une plaque finie simplement appuyée (SS) sur tous ses cotés. Cette plaque

est soumise & une force d’excitation en un point(x_,y,) (voir Fig. A.3.1). L’équation du

mouvement est régi par les équations :

(V=)W =ZB(x=x)3(y-y.) (A5.12)
. Eh°
2
et : ‘o pl;” (A.5.1¢)

La formule de Rayleigh est donnée par ( voir annexe 4 ) :

ik| r-, |

p(r)za%; [ " (r ascr,) (A5.2)

s,
Pour le champ lointain en coordonnées sphériques nous avons :

lr-r|=({rcos@sinO—-x_ )2 +(rsin@sin®-y_ )2 --(1rcos(9)2 )1/2

=(r’ +(x_+y’)-2rsin® (x_cos@+y, sing))"”
=(r2 +r°2 —2rsin@ (x cosQ+y, sin(p))”2
=(r’ —2rsinB (x_cos@+y, sing))" (A.5.3)

=r(1—%sin6 (x,cosQ+y, SiIl(P))U2

=r(1—%sin6 (x,cosQ+y,sing))

=r—sin0 (x_ cos@+y,sin@)

La situation est illustrée par le schéma de la figure A.S.1.



Destination ou point
d’observationo

Figure 5.1 : Construction du champ lointain d’une plaque SS.

Dans ce cas (A.5.2) devient :

ikr +Lx +L)’
pe f e——iksine (x,cosQ+y,sinQ)

27t

p(r,0,0) = w(Xx,,y,)dx.dy,

~L, -L,

2

Le double intégrale de w représente la transformée de Fourier ~@” W .

2

@ ikr ~
P(r,ea‘b):"p ek W(Yany)
2Tt

avec :
Y, =kcos@sin® et y, =ksin@sing
P ety v
et Fr,ov)= ] [e T wix,.ydx dy,
-L, -L
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(A.5.4)

(A.5.5)

(A.5.62)

(A.5.6b)

Supposons que le déplacement transvarsal est donné par (voir Ia solution analytique du

déplacement transversal d’une plaque finie en annexe 3) :

w(x,y)= 2 ZWmn cosk_ x cosk,y= 2 2 W (X,y)

m=0 n=0 m=0 n=0

avec .

(A.5.72)
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mT nw
= t k =—r—r A5.Tb
m 2 L . € n 2 Ly ( )
Pour une plaque simplement appuyée, les conditions aux limites sont :
W(X,y)=—a-v—;-(—xg’—y—)-=0 pour lxi’=LX, ol i=1,2 (A.5.82)

i

Elles donnent :
cosk, L =cosk L =0& cos(mg) = cos(n-g) =0 i.e. metn impair (A.5.8b)

Du moment que m et n sont impaires nous pouvons effectuer le changement suivant :

m-l o, -’1-2‘11 (A.5.92)

= et =

m,

Ce qui donne :

™oL,

nw

k L=
2L,

(A.5.9b)

1

1. =m
m,+—)—=k et k
( 1 2)L m,

X

I. =

=(n, +—)— =k,
2°L,

m, etn, sont muets. Nous les remplacerons par m et n dans la suite de la démonstration.

iz 1.
k. =(m+-)— e k =(n+—)— A.59c
m = 2)L . =(n 2)L ( )

X X

Remplacons (A.5.7) dans (A.5.1), nous aurons :
> Y (kn+2kLk:+k —pf) W, (x,y) =-§6<x -x,)8(y-y.) (A.5.10)
m=0 n=0

Multiplions (A.5.10) par cosk x cosk,y nous obtenons :

Z Z A ,cosk xcosk yw (x,y)z—gcoskpx cosk y 8(x-x,)8(y-y,)

m=0 n=0

(A5.11a)

avee

A_ =k +k2)*-p! (A5.11b)

mn

Intégrons (A.5.11a) entre les bordures de la plaque tout en utilisant la propriété

d’orthogonalité nous obtenons :



+Ly,
cosk,, x;cosk, x; dx; =L &,
”Lx‘
+Ly,
et aussi : j d(x; —x, ) f(x;)dx, =f(x,)
L

—Ly

Ce qui donne :

mn - mp ~nq

ZZA 5, .8 LxLyz—gcoskpxacosquo

m=0 n=0
F
ou encore : A L L = B cosk x, cosk,y,

Ce qui permet de tirer 'expressionde W__ :

W= cosk, x, cosk, y,
- DL, L, ((k; +k2)*—u*)

(A.5.7a) devient :

cosk_x_ cosk y
w(X,y)= F a2 L2 cosk x cosk,y
,Zgg; DLxLy((kfn+k§)2—u4)

La transformée de Fourier de (A.5.15) est :

+L, +Ly

WYY, = f I e” NN W, cosk, x cosk, y dxdy

-L, ~L, m=0 n=0

+Ly +L,

=YY W, f e” " cosk  x dx _f e ™ cosk, ydy

m=0 n=0 L, -L,
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(A.5.12)

(A.5.13)

(A.5.14a)

(A.5.14b)

(A.5.15)

(A.5.16)

La premiére et la deuxieme intégrale sous 1’équation (A.5.16) s’écrivent sous la forme :

+Ly ' +hoy ) eikmxi _*__e—-ikmxi
o = _f e” " cosk, x; dx, = f e T
' 2
Ly “Ly
+L,,
1

:E j’ (el(km—Yx)Xi +e—i(km+yx)xi)dxi

Ly,



. . L,.
el (k=5 )%y e“l ey +ye) % Ty

ik, —v,) ik, +7,)

)

_in
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(A5.17)
1 [ eitmroly  ilentrly e En oLy I tTOLy
2 ik, - il ) | i, - ik, +Y,)
g b =cosk.miLXi +isink, L =cos%1£+i sinmil = i(-D)™
Or: 1 1 e (A.5.18)
e——lkmlei - T = - — _____i(_l)mi
e my g ]mrg;lrl(—l) 1
(A.5.17) devient :
=1 o R o
m 9 j(km -Y. ) i(km‘ +Y, )
- - (A.5.19a)
| oiEhTe T DT M
ik, —yxi) itk,, +yxi)
ou encore :
m gLy m, iV Ly m; Ty Ly m; Ly
y -1 -)™e . -D%e (-D e N (-D e
m 2 km. —YX» km. +Yx km. _'Yx‘ km‘ +YX
D™ a1 1 Tl | 1 1
= + +
2 © k_ -y, k, +Y, © ko, =y, kg, +v,
"‘1 . -iniin 2km~ IYX Lx' 2km
= om e (A.5.19b)
kmi _Yx,- kmi ~yxi
— (~1)mi km; { iYLy Wy, Ly }
K, ~V,
-H™ 2k,
:?—:—T—COSY’%LXI

i i
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Remplacons (A.5.19b) dans L’équation (A.5.16) nous aurons :

4F(-D"(-D"k _k _cosk_x cosk v cosy. L _cosy L
\~N('Yx"y ):22 ( ) ( ) ;n n . I;l L1 - nyzn ZXZX . Yy y (A,5.20)
’ DL, L, (k% -y (k: —y2) ((kL +k2)* —u*)

m=0 n=0

L’expression de la pression rayonnée en champ lointain est donnée par (A.5.5) aprés

avoir remplacer W par son expression (A.5.20) :

ek 2 2 4(-D"(-D)"k k, cosk x, cosk y, cosy, L cosy L,
P215 s DL, L, (k2 ~v3) (ki —vy) (k] +k2)* ~uh)

p(r)=pw’F

(A.5.21)

Ou les expressions de :

. Y ety, sont données par (A.5.6a)

. ket k_ sont données par (A.5.9¢)

. Det p* sont données par (A.5.1b et 1c).
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CHAMP LOINTAIN DES SOURCES CIRCULAIRES ET RECTANGULAIRES

L’équation de Helmholtz, la condition de continuité a I’interface fluide-structure et la
condition de rayonnement a 1’infini pour une géométrie plane bafflée s’écrivent comme

suit ;

(V2+k*)p=0 z20

2
a_P _ {pu) w{X,y) sur Sg e (A.6.1)

Jn 0 Ailleurs

- Condition de Sommerfeld

La formule de Rayleigh qui satisfait simultanément les équations (A.6.1) a pour
expression :

ikjr-r| .

_p -
p(r)—ZTch e w(r,)dS(r,) (A.6.2)

6.1 Champ lointain et proche du piston circulaire bafflé

Le piston circulaire de rayonr, est placé dans un baffle rigide infini, il vibre d’une fagon
uniforme avec une vitesse normale v au plan de I’écran, soit avec une accélération

a_=iov, (voir Fig.A.6.1).

L’ origine du repere coincide avec le centre du disque. Le point source est identifie en

coordonnées cylindrique par (r,,,,z, =0). Le point champ est repéré respectivement en
coordonnées cylindriques et sphériques par(r, ¢, z)et (1,8,0).

Nous avons ;

2 2 2 W2 . .
| I r +1, =2rr, cos(¢—0¢_ )+z En coord. Cylindrigues
r-r,|=

172
e +r°2 ~2rr, sin® cos(9—0, )] En coord. sphériques (A.6.32)

2
=r-71,sin0 cos(¢—0, )+O(—r—;—]
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Piston animé d’un
mouvement de
translation selon son axe

Figure 6.1 : Piston circulaire bafflé

En tenant compte de cette derni¢re approximation et du faite que 1’accélération est

uniforme, I’équation de Rayleigh devient:

_ pW L f2M jk(r-rsinOcosd,)
p(l‘)—zm_ J.o J.o © r. dr, do,

2nr U J' ik (11, sinBcosd, ) ¢ dr. do, +J- J‘ 1k(r~r°sin9cos¢n)ro dr. dd’c}

Chg.y=¢,-n W L. f T ik(r-rsin6cosd ) L £ T ik(r-rsinOcos (F+n)
= P U f e ) * r,dr, do, +J‘ f e ) r, dr, d‘P]
0J0 0 J0
L™ ik(r-rsinBcos¢,) T, £ T ik(r+r,sinBcos,)
f J. e r, dr, do, +_|. 'f e r, dr, do,
2rrido Jo 0Jo

—1krnsinecos¢,, ikr, sinBeosd,
U f (e te *yr drodq)n}

f f cos(kr,sinBcos¢ )r, dr,dd, avecr ({r et kr {r

2Tr

.. (A.6.3b)
W remp_l; par ¢, pW

27tr
pW
Tr

De plus, la fonction de Bessel de premiére espece est représentée par I'intégrale :

Jn(x)=—21Ej02n cos(xsin@—n@)de (A.6.4)

Sachant que I’intégrant sous la derni¢re intégrale de I’équation (A.6.3b) est une fonction

paire, nous avons :
_1rr :
I, (x)= 71:.'.0 cos(x sin@)do (A.6.5)

Ce qui permet de simplifier (A.6.3b) a:

pWelkr

p(r,8)= _[ J,(kr, sin®)r, dr, avecr,{(r et kr {r (A.6.6)
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L’intégrale de I’équation (A.6.6) est facile a calculer puisque : T 0 (x)=-J,(x).

L’expression du champ de pression lointain est enfin donnée par :

2
A.6.7
RS avec r,{(r et kr, (r ( )

La condition de Neumann pour ce cas de probléme est :

dp__ 2
i pw W (A.6.8)

I’expérience de la pression sur I’axe du piston peut €tre aussi calculée analytiquement.
En effet :

(0,z)

(A.6.9)

Figure 6.2 : Pression sur ’axe du piston

La formule de Rayleigh pour ce point d’observation se simplifie a :

s ik(zz+r°2)”2
p(0,2)=pW jo m r dr, (A.6.10)

Le changement de variable : s =(z" +rf)”2 permet d’alléger 1’équation (A.6.10) a :

Y CA 70 A
p(O,z)szI ’ e ds
e (A.6.11)
=_1pkW (exk(z +r,) _elkz)

Le module de la pression vaut alors :
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|p(0,2)|=2p cW sinkz_[(zzﬂoz)uz_z]
o P B 2 (A6.12)
A 12 z )
B in> )1 "= _kr,
2pcW smzz{(l-kzz) j| 2p cW |sin =

Nous parvenons finalement a I’expression du champ de pression sur I’axe du piston en

remplacant le sinus par son argument.

2
Ip(O,z)|=p CW% z)r, et kraz((z (A.6.13)

La pression au centre du piston est donnée a partir de la premiere égalité€ de I’équation
(A.6.12).

ra

sin
2

|p(0,z)l=2p cW zZ

0 (A.6.14)

6.2 Champ lointain d’une source rectangulaire bafflé

Considérons un radiateur rectangulaire fini de dimension 2L (~-L,<x<L,),
2L, (-L,=y= Ly) et h(-h/2<z<h/2), placé dans un baffle (z=0) et sur lequel
est prescrite une distribution d’accélération W(x,,y ). La construction de | r—rof en

coordonnées sphériques est :

|r—r° ‘z{rZ +r°2 —2rr sin@ cos(q)-—q)c)]l/2

172
=[r2 +1r°2 —-2rx_ sin@cos ¢—~2ry_sinO cos ¢] / (A.6.15)

2 2
+
=r—rX, sin@cos ¢—ry, sinOcos ¢ +O{-(-)—(—‘3—ry—°)]

La formule de Rayleigh prend la forme suivante :

ikr
_pe Lo ply -iksind (x,cos 9+y,sing)
p(r,6,0)= T J~Lx I_Lx w(x,,y.)e dx dy, (A.6.16)
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Le double intégrale représente la transformée de Fourier de la distribution
d’accélération. Ce qui permet d’écrire 1’équation (A.6.16) sous la forme compacte

suivante :

ikr

_p¢
P(Taeafb)— 2nr

WY vy) (A.6.17a)

avec :

Y, =ksin@ cos¢, vy, =ksin0 sin¢ (A.6.17b)

Notons que la longueur d’onde correspond & la résultante des deux nombres

d’onde vy, ety, est:

2r 2w )
(YZ +Y2 )1’2 " ksin® sin®
x 'ty

(A.6.17¢)

Elle représente la trace dans le plan de la source d’une onde plane se dirigeant dans la

direction d’une génératrice du cone 6.

6.2.1 Champ lointain d’un piston rectangulaire bafflé

Pour illustrer I'utilisation de la formule de Rayleigh (équation (A.6.16)), nous allons
considérer un piston rectangulaire vibrant avec une accélération constante W .
Du faite que la fonction sinus est impair et en utilisant la formule d’Euler, Ia transformée

de W(x,,y, )donne:
~ e L, L - %
W) =W [ et Y ax gy,
i Ly Ly ik, -itgx, ivyye _ mivy .
—WJ-O IO (e e ) (e e ydx dy,

o Ly op Ly
=4w.|'0 _[O cos v, X, cos ¥, y, dx,dy,

Oou encore .
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. I L,
~ .| sin Yy, X, siny,y.

LS U S S (A6.18)
_av sin Y, L siny L
Ye ¥y

Sachant que la fonction de Bessel d’ordre zéroJ est définie comme :

X et 7.(0)=1
X (A.6.19)

J(x)=(cotx=x")T (x)

J.(x)=

En tenant compte de cette définition, et aprés avoir remplacer (A.6.18) dans (A.6.17),
nous aboutissons a l’expression de la pression en champ lointain pour le piston

rectangulaire :

. ikr

2L, L, pWe
nr

p(r,0,0)= J.(kL, sin® cos¢), J (kL sin6 sin¢) (A.6.20a)

La condition de Neumann pour ce cas de probléme est :

P s’ W (A.6.20b)

6.2.2 Champs lointain d’une source rectangulaire a accélérations

L’accélération de la source rectangulaire varie d’élément en élément non seulement en
phase mais aussi en amplitude en vue d’exciter les ondes stationnaires. Nous traitons
dans ce qui suit le cas d’une configuration paire en x et y.
W(x,,y,)=Wcos k xcosk_y | X |SLX ,l y‘SLy (A.6.21a)
w(x,,y,)=0 |><|)Lx,|y])Ly (A.6.21b)
Les nombres ket k_sont choisis de facon 2 satisfaire la condition d’appuie simple de

la plaque sur toutes ses périphéries. Ils sont restreints a :

kL =(n+2)n n=0,1,2..
2 (A.6.22)
k L =(m+%)n m=0,1,2..
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La transformée de I’accélération est calculée en substituant ['expression de
I’accélération donnée par (A.6.21) dans la définition de la transformée de Fourier de W .

1 (Y%, YY)

- Lol .
Wxyo=[ [ e xy)e dx dy,
-L, —Ly
o L -i VX, I-‘y —1vyY,
=WJ. “cosk xe dxcf cosk_ye "dy,
-L, 1,
la contribution de
la partie imaginaire (A6.23)

est nulle

w pLy L,
= WJ_L cos k_x cosyxxodxo_’.ﬂL cosk_y cosy y, dy,

X X

4Wk, k, (-D"™"cosy,L, cosy L,
(ko =¥k =,)

Le champ lointain se déduit automatiquement & partir de I’équation (A.6.17a) :

ikr n+m

2pWe k, k (1) cos(kL, sin0 cos¢) cos (kL sin0 sind)
p(r,0, )= 2 2 2 2 2 2 .2, . 2y (A'6'24a)
nr(k, ~k sin Ocos ¢)(k -k sin Osin" ¢)
La condition de Neumann pour ce cas de probléme est :
dp 2
—=-p® Wcosk xcosk_y (A.6.24b)

dr

Ot ket k_sont données par I’équation (A.6.22).

6.3 Source sphérique pulsante

On considére ’équation de Helmholtz relative au champ sonore rayonné par une source

sphérique isotrope. En coordonnées sphériques, I’opérateur de Laplace s’écrit :

2 0 20 2
V' me—et E etV (A.6.252)
or: 1or
d .9°, 1 ¥
et vi=Llcoto—+2 (A.6.25b)
r 99 3% sinzeach

De la symétrie de Ia source on déduit :

pe=p,=0 (A.6.25¢)
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Ce qui réduit I’équation de Helmholtz a :

d” 2d 2
5:2—+—;_(—1-I—'+k p(l’)=0 (A626a)
Ou encore : %d (rzp) +k2p=0 (A.6.26b)
dr

Si nous considérons comme fonction inconnue la combinaison rp(r), la solution
s’écrira :
ik ~ik
rp(r):AJre1 "tA e (A.6.27)

. . . oy ik
Nous nous intéressons uniquement aux ondes qui s’éloignent de la source (terme e )

2
. N —ikr P -

avec la vitesse du son. L’autre terme e — représente des ondes qui convergent vers la

source. Dans le cas d’un systéme qui ne comprend qu’'une seule source placée a I’origine

des coordonnées, ce terme ne correspond pas & une réalité physique.

La solution spatiale est donc de la forme :

ikr

p(r)=A, < - (A.6.282)

La solution spatio-temporelle est de la forme :

ik (r—ct)
p(r)=A, *—n (A.6.28b)

T

Pour déterminer la constante A, nous utilisons I’équation de la condition aux fronticres

du champ sonore associé a la surface de la sphere :

Vp-n=p =p W n=ipewn (A.6.29a)
Le déplacement de la source est purement radiale, ce qui permet de réduire I’opérateur
V de I’équation (A.6.29) a sa seule composante radiale. La condition aux frontiéres peut
donc €tre écrite sous la forme différentielle suivante :

%—E—:ipmw pour r=t, (A.6.29Db)
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Quand nous substituons (A.6.28a) dans (A.6.29b) nous obtenons la relation donnant

9 : .
Pexpressionde A, :

La pression prend finalement la forme :

. 2. 2 2 1 ik
1P 01, Wru ik(r-1,) —p(!) T, Wra( +1 ra )eik(r-ra)

“r(ikr, -1 r (k2 +1)

La condition de Neumann pour ce cas de probléme est :

2
dp po r,w, 1
—_— 2 k
r (ikr,-1) (ks 2 Je

ik(r-t,)

(A.6.29¢)

(A.6.302)

(A.6.30b)
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FORMULAIRE MATHEMATIQUES

7.1 Fonction de Dirac

Par définition si f (x) étant une fonction bien définie au point x = x_ alors :
J.f(x)ﬁ(x—xo)dxzf(xn) (A7.1)

Nous déduisons que :

d(x-x)=0 Si X # X,

=400 SiX =X,

ot (A7.2)

J. S(x—-x)dx=1
La fonction 8(x—x,) peut étre considérée comme la limite d’une fonction qui ne prend
de valeur que dans un voisinage de x_ot elle prend un maximum positif trés marqué.

Propriétés principales de la fonction Dirac d(x)

d(ax) =—J—6(x)

a
f(x)S(x~a)=|f|(a)5(x—a)
j8(”)(x)f(x)dx=(—1)(”)f(”)(0)
j 8™ (x—y) 8™ (y-a)dy=8"" (x~a) (A.7.3)
Xn+16(n)(x):0
8 (x) = (-1)™§™ (=x)
[ [8x=x)f(x)8(y-y.)e(y)dxdy=f(x,)g(y.)

7.2 Fonction de Bessel de Hankel [16]
7.2.1 Fonction de Bessel

La solution générale de :

d2 2
dy;f)+_}1;d}éiX)+(l_%JY(x):o (A.7.4)
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vérifie les équations différentielles suivantes :

y(x)=AJ, (x)+BJ_(x) Vne N

y(x)=AJ (x)+BY, (x) VneZ (A.7.5)
dx

y(x):AJn(x)+BJn(x)j Yoo VneZ

A et B sont des constantes et
J, et Y, s’appellent respectivement fonction de Bessel de premiere et de second espéce.
Formule récurrente :

xJ (x)=nJ (x)-xJ,,(x)
xJ (x)=-nJ (x)+x J, _,(X)

20 (x)=J,_(x)~J,,(x) (A.7.6)
d -
a—;(x"ln(x))=—x J . (X)

Jo(x)=~J,(x)
Relation particuliere :

2n

— 1 +i(xsin@-n06)
Jn(x)_%j0 e de

7.2.2 Fonction de Hankel de premiére et seconde espéce

HI(LI)(X)ZJ”(X)'F]:YD(X) et H_(n“(x)zeinnH,(l])(X)

. (A.7.7)
HP(x)=J (x)-1Y,(x) e  HP(x)=e""H*)(x)
Y (x), H'"(x) et H'?’(x)satisfont les mémes relations récurrentes que J, .
7.3 Fonctions de Bessel sphériques [16]
Elles constituent la solution de I’équation différentielle suivante :
Xy (X)+2xy (x)+|x* —n(n+D) |y(x) nez (A7.8)

» Fonction de Bessel sphérique de 1% espce
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J.(x)= %n/x J o (X) (A.7.9)
» Fonction de Bessel sphérique de phme espece :

Yo (x)= j,lz-n/x Y12 (X) (A.7.10)
» Fonction de Hankel sphérique :

. . 1
(A.7.11)
2 . . 1
h’r(zd)(X):Jn(X)_lyn(X): —Z-R/X Hfi-)I/Z(X)

Développements asymptotiques (X — et nréel) :

J (x)= /—2— cos[x —-(2n+1)1‘-]
X 4
Y (x)= /i sin[x —(2n+1)£]
TX 4
T R ]
X
e [ Ao
X

Développements limites (x {{ 1 et nréel) :

(A.7.12)

Jn(x)sl'(—x—j pour n#0; J.(0)=1
ni 2

Yn(x)5~(n—1)!(-2—]n pour n#0; YD(O)z—z—ln(E}
X Y 2

n!

(A.7.13)

La fonction de Bessel sphérique de 1% espéce et d’ordre zéro satisfait :

sin Z

J.(2)=
L(0)=1 (A.7.14)
jo(2)=(cotz-2") j (2)
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7.4 Orthogonalité des fonctions sinus et cosinus

Les fonctions sinus et cosinus vérifient :
TH2n | .
fT sin ptsingtdt=mnd,
T+27m 5
_[T cos ptcosqgtdi=mo, (A.7.15)

T+2m A
IT sin pt cosqt dr =0

7.5 Transformée de Hankel

Le transformée de Hankel est définie par :
Fon=[" f(nd.yryrdr (A7.16)
Le transformée inverse de Hankel est définie par :

f(r)=j: Fnd.(yrydy (A.7.17)
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