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Modélisation du contact avec microglissement dans les cannelures désalignéesPaul 
MORAND 

 
RÉSUMÉ 

Les liaisons cannelées constituent un moyen largement répandu de transmission du couple dans 
les systèmes mécaniques industriels et présentent l’avantage d’autoriser un coulissement axial 
relatif entre l’arbre et le moyeu. En service, un désalignement angulaire ou radial entre les axes 
est quasiment inévitable et concentre la charge à l’extrémité des dents, ce qui accélère les 
mécanismes de dégradation de surface tels que le fretting et l’usure. La géométrie conforme 
des cannelures rend la théorie de Hertz inadaptée à la prédiction de la pression de contact, et 
la simulation par éléments finis, bien qu’elle constitue la méthode de référence, reste trop 
coûteuse en temps de calcul pour une démarche paramétrique sur un grand nombre de 
configurations. 
 
L’objectif de ce mémoire est de développer un outil numérique rapide et précis pour la 
prédiction des pressions de contact et la localisation des zones exposées au fretting dans les 
cannelures désalignées. L’approche retenue repose sur un algorithme semi-analytique de 
contact basé sur la théorie de Boussinesq. Celle-ci est adaptée au contact conforme par 
l’introduction d’une correction des effets de bord liés à l’hypothèse de demi-espace, et 
complétée par la formulation de Cerruti afin de prendre en compte les efforts tangentiels de 
frottement. Les trois sources de déformation qui contribuent au contact sont modélisées en 
parallèle. Un ensemble de réseaux de neurones artificiels, entraîné sur une base de données 
issue de simulations éléments finis, est utilisé en substitution aux calculs directs de flexion, de 
torsion, de cisaillement et de compression des dents et permet de réduire ainsi 
significativement le temps de calcul. La torsion globale de l’arbre et du moyeu est traitée par 
une approche de résistance des matériaux. La prédiction du fretting est obtenue par 
l’application locale d’une approximation de la loi d’Archard, ce qui fournit une cartographie 
comparative des zones de la dent les plus exposées sous un chargement donné. 
 
La validation de l’algorithme est réalisée par comparaison avec deux cas distincts issus de la 
littérature. Pour chacune de ces configurations, l’algorithme retrouve les caractéristiques 
essentielles de la littérature, ceci permettant de justifier sa validité. L’outil développé constitue 
ainsi une alternative semi-analytique plus rapide que la simulation par éléments finis pour la 
prédiction du champ de pression de contact, de champ de déplacement et pour la cartographie 
de fretting dans les cannelures désalignées. Sa rapidité lui permet d’être exploitable dans une 
démarche paramétrique de dimensionnement et d’évaluation de configurations. 
 
Mots-clés : cannelures, désalignement, contact conforme, pression de contact, algorithme 
semi-analytique, Boussinesq, Cerruti, fretting, usure, Archard, réseau de neurones artificiels 





 

Contact modelling with micro-slip in misaligned spline couplings 
Paul MORAND 

 
ABSTRACT 

Spline couplings are widely used in industrial mechanical systems to transmit torque while 
allowing relative axial motion between the shaft and the hub. In service, angular or parallel 
misalignment between the axes is virtually unavoidable. Such misalignment concentrates the 
load at the ends of the engaged teeth, thereby accelerating surface degradation mechanisms 
such as fretting and wear. The conforming geometry of spline teeth makes Hertz contact theory 
unsuited to the prediction of the contact pressure, and although the finite element method 
remains the reference approach for such problems, its computational cost is prohibitive for 
parametric studies covering a large number of configurations. 
 
The objective of this work is to develop a fast and accurate numerical model for the prediction 
of the contact pressure distribution and the localization of fretting-prone regions in misaligned 
spline couplings. The proposed approach is based on a semi-analytical contact algorithm 
formulated on Boussinesq’s theory. This formulation is adapted to conforming contact through 
the introduction of a correction for the edge effects associated with the half-space assumption. 
Cerruti’s formulation is incorporated to account for the tangential friction tractions. The three 
sources of deformation contributing to the contact are modelled in parallel. A set of artificial 
neural networks, trained on a database of finite element simulations, is used in place of the 
direct evaluation of the tooth bending, torsion, shear and compression contributions, 
significantly reducing the computation time. The global torsion of the shaft and of the hub is 
treated through a classical beam-theory formulation. Fretting prediction is then obtained by 
applying an approximation of the Archard’s law locally, which provides a comparative map of 
the regions of the tooth most exposed under a given load. 
 
The validation of the algorithm is performed through comparison with two distinct cases from 
the literature. For each of these configurations, the algorithm successfully reproduces the 
essential features reported in the literature, thereby demonstrating its validity. Consequently, 
the developed tool provides a faster semi-analytical alternative to the finite element method 
for predicting the contact pressure and displacement fields, as well as for mapping fretting in 
misaligned spline couplings. Its computational efficiency makes it highly suitable for 
parametric sizing studies and the evaluation of various configurations. 
 
Keywords: splines, misalignment, conforming contact, contact pressure, semi-analytical 
algorithm, Boussinesq, Cerruti, fretting, wear, Archard, artificial neural network 
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INTRODUCTION 

Les liaisons cannelées constituent un moyen de transmission du couple largement répandu dans 

les systèmes mécaniques industriels, que ce soit dans le domaine aéronautique, automobile ou 

dans les équipements de travaux. Elles permettent de transmettre des couples importants tout 

en autorisant un coulissement axial relatif entre l’arbre et le moyeu, ce qui en fait une solution 

privilégiée lorsque des contraintes d’encombrement sévères ou des démontages fréquents sont 

imposés. Leur robustesse apparente cache par ailleurs un dimensionnement complexe, dont la 

difficulté principale réside dans la prédiction de la répartition des pressions de contact entre 

les dents en prise du fait des géométries non parfaites et des conditions d’utilisation rendant 

les liaisons non alignées. 

 

En service, un désalignement angulaire ou radial entre les axes de l’arbre et du moyeu est 

quasiment inévitable, il peut provenir de la déformation de la structure sous charge, d’un écart 

d’alignement lors de l’assemblage ou bien de l’usure progressive de l’accouplement. Ce 

désalignement concentre la charge sur une extrémité des dents, ce phénomène augmente 

localement les pressions de contact de manière significative. Le désalignement génère par 

ailleurs un glissement périodique lors de la rotation qui, couplé à des pressions élevées, génère 

des frottements qui accélèrent les mécanismes de dégradation de surface tels que le fretting et 

l’usure. La connaissance de ces pressions est donc indispensable pour dimensionner 

correctement l’accouplement et estimer sa durée de vie. 

 

Les méthodes analytiques classiques de dimensionnement des cannelures s’appuient sur la 

théorie du contact de Hertz, dont l’une des hypothèses suppose des surfaces convexes en 

contact sur une zone de petite dimension devant les rayons de courbure des corps. Or les 

cannelures présentent un contact conforme : la dent de l’arbre et celle du moyeu partagent une 

courbure similaire, ce qui génère une zone de contact étendue. Les approches simplifiées ne 

permettent pas d’évaluer fidèlement les concentrations de contraintes présentes avec le 

désalignement des axes. C’est pourquoi la simulation par éléments finis est aujourd’hui la 

méthode de référence pour résoudre ce type de problème avec précision. Elle permet de 
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modéliser fidèlement la géométrie des dents et de calculer les distributions de pression pour un 

chargement donné. Toutefois, les temps de calcul nécessaires aux simulations rendent cette 

méthode peu adaptée à une démarche paramétrique où un grand nombre de configurations 

géométriques doivent être évaluées. 

 

Le présent mémoire s’inscrit dans un projet de recherche mené en collaboration avec le Centre 

Technique des Industries Mécaniques (CETIM), dont l’objectif est de développer un outil 

numérique rapide et précis pour la prédiction des pressions de contact dans les cannelures 

désalignées. L’approche retenue repose sur un algorithme de contact semi-analytique adapté 

au contact conforme d’un espace semi-infini formulé à partir des fonctions d’influence 

élastique de Boussinesq et de Cerruti. Cet algorithme intègre une correction des effets de bord 

provenant des hypothèses de demi-espaces infinis sur lesquelles s’appuie la formulation 

théorique. Il prend également en compte l’ensemble des déformations des éléments contribuant 

au contact : la déformation globale (flexion, torsion, cisaillement et compression) des dents de 

l’arbre et du moyeu, ainsi que la torsion globale de ces deux éléments. Afin de rendre compte 

des déplacements liés à la déformation globale des dents, un ensemble de réseaux de neurones 

est entraîné sur une base de données générée par éléments finis (EF) et est utilisé en substitution 

à ceux-ci, permettant une accélération significative de l’algorithme. 

 

Les travaux présentés dans ce mémoire se concentrent sur la modélisation quasi-statique du 

contact dans les cannelures désalignées angulairement et radialement. Les phénomènes 

dynamiques et les mécanismes d’usure à long terme sont hors du périmètre de cette étude, bien 

que le modèle développé constitue une base nécessaire à leur traitement futur. L’algorithme 

est validé par comparaison avec des résultats issus de la littérature. 

 

Ce mémoire est organisé en cinq chapitres. Le premier chapitre constitue la revue de la 

littérature. On y présente le contexte des liaisons cannelées, les mécanismes de dégradation qui 

leur sont associés (fretting, usure et effets du désalignement), ainsi que les différentes 

approches de modélisation du contact disponibles dans la littérature, des méthodes analytiques 

aux algorithmes semi-analytiques. Le deuxième chapitre décrit l’algorithme de contact 
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développé ainsi que les adaptations nécessaires à la géométrie conforme des cannelures. Le 

troisième chapitre présente les travaux de modélisation numérique. Il décrit successivement la 

construction de la base de données de simulations éléments finis, le développement et 

l’entraînement des réseaux de neurones pour la prédiction de la déformation globale des dents, 

et enfin la modélisation de la torsion globale de l’arbre et du moyeu. Le quatrième chapitre 

propose une cartographie de l’usure à l’aide des sorties de l’algorithme tandis que le cinquième 

chapitre présente la validation de l’algorithme de contact développé, en confrontant les 

résultats du modèle à des résultats issus de la littérature. 

 





 

CHAPITRE 1 
 
 

Revue de littérature 

Ce chapitre dresse l’état de l’art sur les liaisons cannelées désalignées et les méthodes 

numériques nécessaires à leur modélisation. Le caractère conforme du contact entre flancs en 

développante, conjugué à la géométrie tridimensionnelle imposée par le désalignement, exige 

des approches spécifiques pour prédire les grandeurs qui pilotent l’endommagement par 

fretting. La revue identifie d’abord les caractéristiques géométriques et les mécanismes de 

dégradation propres à ce cas d’étude, puis examine les méthodes de modélisation du contact 

ainsi que les modèles de substitution par réseaux de neurones permettant d’intégrer les 

déformations structurelles des dents dans un cadre paramétrique. 

 

1.1 Présentation et géométrie des liaisons cannelées 

Les liaisons cannelées sont des composants mécaniques permettant de transmettre un couple 

entre un arbre et un moyeu tout en autorisant un coulissement axial relatif entre les deux 

éléments. Ceci en fait une solution privilégiée dans les systèmes de transmission où des 

contraintes d’encombrement sévères, des démontages fréquents ou des mouvements axiaux en 

service sont imposés (Medina & Olver, 2002). La grande surface de contact répartie sur 

l’ensemble des dents leur confère une capacité de charge élevée pour un encombrement 

minimal, ainsi qu’une excellente précision de centrage (Xiao, Xu, Chen, & Zhang, 2023). Ces 

caractéristiques expliquent leur présence dans des secteurs aussi variés que l’aéronautique, 

l’automobile, le ferroviaire et les turbomachines industrielles. 

 

En fonctionnement, les cannelures sont soumises à des chargements mécaniques complexes et 

combinés incluant le couple de transmission, des efforts radiaux, des moments de flexion et, 

dans les applications aéronautiques, des charges de choc, de résonance et des fluctuations 

cycliques du couple (Sum, Leen, & Williams, 2003 ; Zhao et al., 2023). La répartition des 

efforts entre les dents de la cannelure constitue un problème intrinsèquement tridimensionnel 

ce qui rend le dimensionnement de cette liaison nettement plus complexe. La prédiction précise 
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des pressions de contact sur les flancs des dents est indispensable à l’évaluation de la durée de 

vie de la liaison. Cette prédiction exige une modélisation qui tient compte à la fois de la 

géométrie exacte des surfaces en contact et des déformations structurelles de l’ensemble arbre-

moyeu. 

 

1.1.1 Profils de denture 

Quatre types de cannelures se distinguent selon le profil des dents : à profil rectangulaire, 

triangulaire, en arc de cercle et à développante de cercle (Zhao et al., 2023). Le profil 

rectangulaire, également nommé dentelure, est réservé aux liaisons statiques ou à faibles 

charges, le centrage étant assuré par le diamètre intérieur. Le profil triangulaire s’applique aux 

faibles diamètres sous chargement léger. Le profil en arc de cercle offre une surface de contact 

et une épaisseur de dent supérieures à celles de la développante, ce qui réduit les concentrations 

de contraintes et convient aux cas de forts désalignements. 

 

Le profil en développante de cercle s’est toutefois imposé comme standard dans les 

applications à charges élevées. La géométrie en développante, génère une composante radiale 

à la surface de contact qui assure l’auto-centrage de l’arbre dans le moyeu et tend à répartir 

uniformément le couple entre les dents en prise (Hong, 2015 ; Zhao et al., 2023). Les 

cannelures à développante peuvent être réalisées à dents droites ou à dents hélicoïdales. Les 

dents hélicoïdales transforment la liaison glissière en une liaison hélicoïdale ce qui introduit 

par ailleurs un effort axial sous charge. Le travail réalisé dans ce mémoire se limite aux 

cannelures à dents droites qui compose le cœur de la recherche nécessaire par le CETIM et qui 

pourra par la suite permettre de servir de base de travail pour les dents hélicoïdales. 

 

1.1.2 Géométrie et normalisation 

La géométrie des cannelures à développante est régie par la norme ISO 4156, publiée en 1981 

(« ISO 4156:1981 Straight cylindrical involute splines — Metric module, side fit — 

Generalities, dimensions and inspection », 1981) et fondée sur le module métrique m. Cette 

norme remplace les standards impériaux antérieurs (ANSI B92.1-1970 et BS 3550-1963) qui 
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étaient fondés sur le pas diamétral et qui ne permettaient pas d’assurer l’interchangeabilité avec 

les composants métriques (Finney, 1994). La norme ISO 4156 définit quatre classes de 

tolérances (de 4H/h à 7H/h) et introduit un ajustement effectif qui intègre les écarts de profil, 

d’espacement, de pas, de parallélisme et d’alignement dans le calcul du jeu fonctionnel. Ces 

tolérances plus strictes impliquent un contrôle qualité renforcé lors de la fabrication mais 

permettent de garantir une répartition de charge plus prévisible (Finney, 1994). 

 

Les paramètres géométriques fondamentaux qui définissent une cannelure à développante de 

cercle sont le module m, le nombre de dents z, l’angle de pression ߙ஽ et la longueur axiale L. 

Ces paramètres définissent la forme du flanc actif ainsi que les cercles de référence de la liaison 

qui sont le rayon primitif, le rayon de tête et le rayon de pied. Le flanc des dents se compose 

d’une développante de cercle dans la zone de contact et d’une trochoïde au pied de dent. La 

hauteur de dent et la profondeur de creux sont définies par des coefficients de saillie et de creux 

standardisés qui sont relatifs au module. Le jeu fonctionnel entre arbre et moyeu est contrôlé 

par les tolérances d’épaisseur de dent prescrites par la norme. 

 

1.1.3 Les Répartition de la charge entre les dents 

En théorie, toutes les dents d’une cannelure partagent équitablement la charge transmise. En 

pratique, cette hypothèse est rarement vérifiée. Les variations de fabrication (écarts de pas, de 

profil et d’espacement des dents) engendrent des jeux non uniformes entre les dents de l’arbre 

et du moyeu. Chase, Sorensen et DeCaires (2010) ont établi, par une analyse statistique couplée 

à des simulations éléments finis, que les dents s’engagent séquentiellement. La paire présentant 

le plus faible jeu s’engage en premier et se fléchit sous charge jusqu’à ce que la paire suivante 

entre en contact, et ainsi de suite. Ce modèle prédit que seule une fraction des dents participe 

réellement à la transmission du couple pour un niveau de charge donné, ce qui augmente 

fortement la charge sur chaque dent engagée par rapport à la valeur moyenne théorique. 

 

Tjernberg (2001) a quantifié plus précisément l’impact des écarts de pas sur la durée de vie en 

fatigue, son étude a été menée par modélisation éléments finis et essais de fatigue sur des 
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cannelures trempées par induction. Il a montré que la charge maximale supportée par une dent 

peut atteindre 3,5 à 5 fois la charge moyenne théorique lorsque les écarts de pas sont pris en 

compte. Ceci réduit la durée de vie en fatigue au tiers ou à la moitié de celle d’une cannelure 

à pas idéal. Barrot, Paredes et Sartor (2009) ont développé des modèles analytiques de 

poinçons qui permettent de calculer la distribution de pression radiale, la rigidité en torsion 

ainsi que la répartition axiale du couple transmis pour différents cas de chargement. Ils 

montrent notamment que la distribution axiale du couple influence principalement 

l’endommagement par fretting sans modifier significativement le facteur de concentration de 

contraintes en pied de dent. De Vaujany, Guingand et Teixeira Alves (2017) proposent une 

procédure quasi-statique fondée sur la méthode des coefficients d’influence, calculés grâce à 

des EF, permettant un calcul rapide du partage de charge en intégrant à la fois les effets de 

flexion et de contact, ainsi que l’influence des déformations d’arbre et des erreurs de montage 

sur la distribution de pression, mais dont la résolution ne porte que sur la pression normale. Le 

glissement et les efforts tangentiels ne sont pas considérés, or, sous désalignement angulaire, 

le glissement relatif entre les flancs est important et nécessaire à la prédiction de 

l’endommagement par fretting. 

 

1.1.4 Dents droites et bombé longitudinal 

Les cannelures à dents droites assurent un contact s’étendant sur toute la longueur axiale de la 

dent lorsque les axes de l’arbre et du moyeu sont parfaitement alignés. En présence d’un 

désalignement angulaire, le contact se concentre à l’une des extrémités axiales de chaque dent, 

générant des pressions localement très élevées. Les cannelures présentant un profil bombé dans 

la direction axiale déplacent le centre de la zone de contact vers le milieu de la dent, réduisant 

ainsi les concentrations de pression aux bords. La valeur du bombé utilisé doit être choisie en 

fonction du désalignement attendu (Medina & Olver, 2002). 

 

L’efficacité du bombé dépend de son amplitude et du désalignement présent en service. Yuan 

et al. (2024) ont montré expérimentalement et numériquement que l’amplitude optimale du 

bombé est liée au désalignement angulaire attendu lors du fonctionnement. Une amplitude de 
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bombé trop faible ne déplace pas suffisamment le contact, tandis qu’une amplitude trop élevée 

concentre la pression au centre de la dent dès le régime nominal. Leen, McColl, Ratsimba, et 

Williams (2003) ont par ailleurs étudié par éléments finis l’effet d’un profil axial modifié, avec 

un bombé longitudinal, dans une cannelure d’aéronef. Les résultats montrent qu’une telle 

modification réduit les contraintes de contact aux extrémités de manière importante. 

 

1.2 Mécanismes de dégradation des flancs de cannelures 

Les liaisons cannelées sont soumises en service à des phénomènes de dégradation complexes 

dont la compréhension est indispensable pour prédire leur durée de vie. Le désalignement 

angulaire entre les axes de l’arbre et du moyeu est le principal facteur aggravant. Il génère un 

glissement relatif entre les surfaces et favorise les mécanismes d’endommagement de surface 

présentés dans cette section. Ces mécanismes combinent des effets tribologiques, mécaniques 

et thermiques dont les interactions rendent le dimensionnement en durée de vie complexe. 

 

1.2.1 Effet du fretting 

Le fretting désigne l’endommagement de surface produit par un mouvement oscillatoire de 

faible amplitude entre deux surfaces en contact sous charge. Dans les cannelures, l’amplitude 

du glissement relatif entre les flancs de dents est typiquement insuffisante pour évacuer les 

débris hors de la zone de contact : ceux-ci s’accumulent entre les surfaces et participent 

activement à leur dégradation par abrasion à trois corps (Newley, 1978). Ce mécanisme se 

distingue du glissement macroscopique et impose une approche tribologique. 

 

Uhlig (1954) a établi que le fretting provient de deux facteurs, l’oxydation rapide des surfaces 

métalliques mises à nu par le glissement et l’arrachement de particules. Les débris métalliques 

produits se convertissent en FeଶOଷ par fretting secondaire entre particules. Cette oxydation 

accroît le volume des débris et génère des contraintes locales supplémentaires dans la zone de 

contact. Ainsi, la cinétique de dégradation est modifiée. Uhlig a proposé une formulation 

quantitative de la perte de masse par fretting corrosion prenant comme paramètres : la charge, 

le nombre de cycles, la fréquence et l’amplitude de glissement. Cette formulation fait 
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apparaître l’amplitude de glissement δ et la contrainte tangentielle τ comme les variables 

mécaniques liées à l’endommagement. 

 

La température de contact constitue un paramètre supplémentaire influençant la cinétique de 

fretting. Archard (1959) a simplifié le concept de température flash établie par Blok dans les 

années 1930 (Blok, 1937a, 1937b), et démontre que celle-ci est atteinte dans une couche 

superficielle très mince lors du contact glissant. Selon sa simplification, la température dépend 

principalement de la vitesse relative des surfaces, du coefficient de frottement et des propriétés 

thermiques des matériaux. 

 

Malgré la complexité de ces mécanismes, la loi d’Archard (1953), h୵ = k୵ ∗ F ∗ δ, réduit en 

première approximation la prédiction de l’usure locale à deux grandeurs mécaniques – la force 

de contact F et l’amplitude de glissement δ – et un coefficient spécifique k୵. Cette formulation 

constitue néanmoins une simplification : la dureté des matériaux est comprise dans le 

coefficient k୵ qui intègre également l’ensemble des facteurs non mécaniques du contact vu 

précédemment et n’est pas constant au cours du contact lui-même. Wang et Wahab (2021) 

complètent les travaux apportés par Sauger et al (2000) sur la structure tribologiquement 

transformée (TTS) en montrant par simulation numérique que l’usure évolue selon trois phases 

successives, la première phase est assimilée à du rodage tandis que la seconde est une phase 

de formation de la TTS, enfin un régime stabilisé qui correspond à la destruction de la TTS et 

à la génération de débris apparait. Ainsi, ݇௪ étant lié à l’usure vis-à-vis de l’équation 

d’Archard, il évolue lui aussi et est alors nul durant les deux premières phases qui 

correspondent respectivement à des déformations plastiques et à la formation de la TTS et qui 

toutes deux ne produisent donc pas d’usure. Durant la troisième phase, k୵ devient non nul du 

fait de la création de débris, leur figure 14 décrit son évolution au cours de cette période à partir 

des résultats expérimentaux obtenus sur leur figure 11. Le fait que k୵ évolue différemment 

selon la géométrie des surfaces en contact met en avant la complexité de sa détermination. 

Cette évolution est d’autant plus critique en régime de glissement partiel, caractéristique du 

fretting dans les cannelures puisque la variation de k୵ modifie la frontière entre zones de 

collage et zones de glissement, et déplace ainsi les zones d’usure. Par ailleurs, Ding, McColl 
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et Leen (2007), mettent en avant de par leur application des éléments finis aux cannelures 

aéronautiques, que le paramétrage du coefficient de glissement influe grandement sur les 

valeurs de glissement obtenues et donc sur l’usure obtenue avec l’équation d’Archard. 

 

1.2.2 Effet du micro-glissement 

Le micro-glissement désigne le glissement local qui se produit en périphérie de la zone de 

contact lorsque l’effort tangentiel appliqué est inférieur au seuil de glissement global défini par 

le critère de Coulomb. Ce phénomène, de nature élastoplastique, est à l’origine du fretting dans 

les liaisons cannelées. Sellgren et Olofsson (1999) ont montré que le coefficient de frottement 

n’est pas une constante mais varie selon l’historique de chargement, en particulier lors des 

inversions de mouvement. Leurs simulations éléments finis qui intègrent une loi de frottement 

avec micro-glissement, obtiennent des distributions d’effort de frottement différentes de celles 

obtenues avec la loi de Coulomb classique autant à l’échelle locale que globale. Ainsi les pertes 

par frottement obtenues sur une surface ondulée avec la loi de Coulomb ne représentent que 

48% de celles de leur modèle. 

 

Curà, Mura et Adamo (2017) ont montré expérimentalement avec un banc dédié que le micro-

glissement lié à la déflexion des dents chargées produit de l’usure par fretting même en 

l’absence de désalignement angulaire. 

 

1.2.3 Effets du désalignement angulaire 

La distribution de pression de contact dans une cannelure sous désalignement angulaire a été 

étudiée par Medina et Olver (2002) à l’aide d’un modèle de contact élastostatique avec 

frottement, distinguant zones de collage et zones de glissement, basé sur la méthode des 

éléments frontière. Cette étude parcourt un large espace de variables adimensionnelles incluant 

le module de Young réduit, le nombre de dents, l’angle de pression, le coefficient de 

frottement, la longueur réduite et l’angle de désalignement. Leur modèle démontre que les 

dents peuvent se retrouver momentanément sans charge au cours d’une révolution sous 

certaines combinaisons de paramètres, un phénomène non rapporté jusqu’alors. Par ailleurs, le 
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désalignement angulaire est un paramètre plus impactant que le couple transmis vis-à-vis de 

l’usure. 

 

Curà et Mura (2017) ont quantifié expérimentalement sur un banc dédié l’endommagement lié 

au fretting sur des cannelures à profil bombé, pour des couples variables avec un désalignement 

angulaire et différentes conditions de lubrification. Le premier paramètre de Ruiz Rଵ = τ ∗ δ, 

produit de la contrainte tangentielle et de l’amplitude de glissement, est l’indicateur 

d’endommagement par fretting retenu pour sa relative facilité d’évaluation. Les résultats 

expérimentaux montrent qu’il n’y a pas d’usure lorsque le désalignement est nul mais que 

celle-ci augmente fortement avec l’angle de désalignement. Les cartes iso-Ruiz prédisent avec 

précision les zones endommagées, la forme elliptique obtenue correspond par ailleurs à la 

géométrie de contact hertzienne, en effet la présence d’un profil bombé rapproche la simulation 

d’un contact non conforme. 

 

L’endommagement des surfaces par fretting laisse une signature mesurable sur la topographie 

de surface. Cuffaro, Curà et Mura (2016) ont mené des essais pour des couples et des 

désalignements différents qui par analyse de variance, ont montré que deux paramètres de 

rugosité se révèlent représentatifs de l’état d’endommagement : le paramètre R୮ୡ et Rୱ୩, qui 

traduisent respectivement le nombre de pics d’aspérités par unité de longueur et l’asymétrie de 

la distribution des hauteurs de surface. Ces paramètres varient de manière significative avec le 

désalignement et le couple transmis, cela pourrait donc permettre de mesurer 

l’endommagement des flancs de manière non destructive. 

 

1.2.4 Lubrification et protection contre l’usure 

La lubrification constitue le principal moyen de limitation de l’usure par fretting dans les 

cannelures. Weatherford, Valtierra et Ku (1968) ont mené une étude expérimentale sur les 

mécanismes d’usure de cannelures désalignées sous différentes atmosphères et conditions de 

lubrification, établissant que la protection contre l’usure résulte de l’inhibition de l’oxydation 

des surfaces métalliques sollicitées. Cette inhibition peut être obtenue par deux moyens, en 
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excluant physiquement l’oxygène de la zone de contact ou bien chimiquement en utilisant des 

additifs dans le lubrifiant. Les résultats montrent que la graisse protège les surfaces pendant 

une période d’induction puis perd ensuite sa capacité à inhiber les réactions d’oxydation. Vient 

ensuite une usure modérée et continue même en présence d’un film lubrifiant visible. Quant à 

l’huile qui contient des antioxydants, elle permet de maintenir une protection durable. Newley 

(1978) a confirmé ce mécanisme chimique en montrant que le taux d’usure par fretting est 

directement proportionnel à l’activité de l’oxygène dissous dans le lubrifiant, quelle que soit 

sa viscosité. Ces résultats sont cohérents avec la synthèse de Zhao et al. (2023), qui concluent 

que les cannelures lubrifiées à l’huile ne présentent pratiquement aucune usure, tandis que les 

cannelures non lubrifiées ou lubrifiées à la graisse subissent une usure plus rapide. 

 

1.2.5 Fatigue et interaction fretting-fatigue 

La fatigue constitue un mode de défaillance complémentaire au fretting dans les cannelures. 

Leen et al. (2003) ont étudié expérimentalement et numériquement l’effet d’un chargement en 

couple en surcharge sur la durée de vie en fatigue d’une cannelure aéronautique à profil en 

barillet, établissant une corrélation entre les courbes couple-vie et les contraintes prédites par 

éléments finis. Les résultats confirment que la géométrie de contact à l’extrémité des dents 

contrôle le comportement en fatigue, et que le profil en barillet permet de déplacer les zones 

de forte contrainte vers des régions moins critiques. 

 

Ding, Leen, Williams et Shipway (2008) ont modélisé l’interaction entre usure par fretting et 

fatigue à l’aide d’une méthode incrémentale éléments finis : la redistribution géométrique des 

surfaces résultant de l’usure est prise en compte à chaque incrément, et ses effets sur les 

paramètres de fatigue sont évalués sur un modèle 360° à maillage affiné sur une dent. Les 

fluctuations de couple à haute fréquence, associées au moment fléchissant tournant sont 

caractéristiques du fonctionnement normal du moteur. Ce mode de fonctionnement induit un 

glissement partiel qui augmente les dommages par fretting en déplaçant la zone d’amorçage 

vers l’interface collage-glissement. À l’inverse, les variations de couple à basse fréquence 

couplées à un chargement axial, typiques des changements de régime moteur, produisent un 
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glissement grossier qui augmente la surface de contact, réduit la pression de contact et diminue 

ainsi les dommages par fretting. Les méthodes normalisées de dimensionnement des 

cannelures surestiment la durée de vie en fatigue par rapport aux prédictions éléments finis du 

fait d’approximations sur le calcul du champ de contraintes (Curà et al., 2017). 

 

1.2.6 Comportement dynamique des cannelures désalignées 

Le désalignement entre les axes de l’arbre et du moyeu affecte également le comportement 

dynamique de la liaison cannelée. Xiao et al. (2023) ont développé un modèle dynamique non 

linéaire de cannelure désalignée intégrant les effets d’engrènement liés au désalignement et ont 

montré que le régime de vibration peut transiter d’un état périodique à un état chaotique avec 

l’augmentation de la vitesse. Le désalignement avance la vitesse de résonance principale et 

augmente l’instabilité de la liaison. Huang et al. (2024) ont analysé la vibration auto-entretenue 

des liaisons cannelées en régime supercritique. Leur modèle éléments finis du rotor intègre 

l’amortissement interne par frottement des cannelures. Les résultats montrent que les 

désalignements parallèle et angulaire modifient la vitesse critique et les conditions d’apparition 

des vibrations auto-entretenues. Ces phénomènes dynamiques sont hors du périmètre du 

présent travail, centré sur le régime quasi-statique ; la distribution de pression de contact en 

régime quasi-statique constitue cependant la base nécessaire à toute modélisation dynamique 

ultérieure, en fournissant les rigidités de contact et les amplitudes de glissement 

caractéristiques du comportement en régime établi. 

 

1.3 Modélisation du contact dans les liaisons cannelées 

La prédiction quantitative des pressions de contact et du glissement dans les cannelures requiert 

un modèle de contact capable de traiter des géométries tridimensionnelles arbitraires, sans 

restriction analytique sur la forme de la zone de contact. La présente section décrit les 

fondements des méthodes retenues dans la littérature pour aborder ce problème, en précisant 

leurs hypothèses, leurs extensions et leur application aux cannelures désalignées. 
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1.3.1 Contact conforme : limites de la théorie de Hertz 

La théorie de Hertz (1882) constitue la référence classique pour l’estimation des pressions de 

contact entre deux solides élastiques. Son application repose sur plusieurs hypothèses 

restrictives : la zone de contact est petite devant les rayons de courbure des surfaces qui y sont 

localement approximées par des paraboloïdes de révolution. Les deux corps sont également 

assimilés à des demi-espaces infinis, et le glissement est absent. Ces conditions conduisent à 

des distributions de pression semi-elliptiques analytiquement calculables pour les géométries 

non conformes classiques moyennant la seule connaissance des courbures principales au point 

de premier contact. 

 

Dans les liaisons cannelées à profil en développante, le contact entre un flanc de dent d’arbre 

et un flanc de dent de moyeu présente un caractère conforme : les rayons de courbure des deux 

surfaces en contact sont du même ordre de grandeur, ce qui entraîne une zone de contact 

étendue dont les dimensions deviennent comparables à celles de la dent elle-même. Cette 

caractéristique invalide l’hypothèse de demi-espace infini et rend les formules hertziennes 

inapplicables à la géométrie des flancs de dents comme l’ont montré Paul et Hashemi (1981) 

pour les corps à courbure gaussienne négative et Liu et Wayne Chen (2012) pour les contacts 

doublement conformes. Persson (1964) a établi des solutions analytiques pour le contact entre 

cylindres conformes, révélant que la distribution de pression de contact n’y suit pas la forme 

semi-elliptique caractéristique du contact hertzien et requiert la résolution d’équations 

intégrales. Ces travaux ont montré que les formules hertziennes, ne suffisent pas à déterminer 

la distribution de pression des contacts conformes. 

 

La présence d’un désalignement angulaire entre l’arbre et le moyeu vient ajouter une difficulté 

en rendant la zone de contact tridimensionnelle et non rectangulaire. La séparation initiale entre 

les surfaces varie le long de l’axe de la cannelure, ce qui concentre le contact à l’une des 

extrémités axiales de chaque dent. Cette combinaison du caractère conforme du contact et de 

sa géométrie tridimensionnelle variable sous désalignement justifie le recours à des méthodes 
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numériques générales, présentées dans les sections suivantes, qui constituent les fondements 

de l’algorithme de contact développé dans ce mémoire. 

 

1.3.2 Modèles de contact développés pour les cannelures 

La littérature propose plusieurs modèles de contact développés spécifiquement pour les 

liaisons cannelées, s’appuyant sur des méthodes d’éléments frontière, d’éléments finis ou semi-

analytiques. 

 

Medina et Olver (2002) ont développé le premier modèle de contact élastostatique à géométrie 

réelle de cannelure, celui-ci traite la géométrie tridimensionnelle de la liaison au cours d’une 

révolution par la méthode des éléments frontière. Le modèle a permis l’identification des 

distributions de pression et l’estimation des amplitudes de glissement relatif sous 

désalignement, dont les résultats ont été détaillés à la section 1.2.3. La durée de calcul, de 

l’ordre de quatre à cinq jours par simulation, a cependant limité l’étude à quatorze 

configurations ; le flanc en développante y est en outre représenté par seulement deux éléments 

quadratiques sur la hauteur de dent, une discrétisation insuffisante pour restituer avec précision 

la géométrie du flanc et, par conséquent, la distribution de pression dans un contact conforme. 

 

Sum et al. (2003) ont conduit une étude paramétrique par éléments finis des cannelures 

aéronautiques, couplant des modèles bidimensionnels et tridimensionnels. Les modèles 2D 

permettent une exploration rapide de l’évolution des variables qui définissent le fretting et la 

fatigue en fonction du nombre de dents, de l’épaisseur de celles-ci, du diamètre de l’arbre et 

du coefficient de frottement. Les modèles 3D servent ensuite à vérifier les tendances prédites. 

Les modèles tridimensionnels ont en particulier montré que la pression de contact et 

l’amplitude du glissement ne peuvent être correctement estimées sans modélisation explicite 

de la géométrie tridimensionnelle de la liaison. Ce modèle garantit donc une précision élevée 

mais reste limité à des cannelures parfaitement alignées. 
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Hong (2015) a proposé un modèle semi-analytique de distribution de charge pour les 

cannelures à ajustement sur les flancs. Le modèle intègre au sein d’une même matrice de 

compliance les contributions de flexion et de cisaillement des dents, de flexibilité de la 

fondation de dent, de déformation de contact et de torsion de l’arbre et du moyeu. Un schéma 

de discrétisation multi-pas réduit considérablement le coût de calcul et permet de réaliser des 

études paramétriques. Cependant, le modèle ne prend pas en compte le frottement et les 

phénomènes de fretting. 

 

De Vaujany et al. (2017) ont proposé un modèle quasi-statique de distribution de pression dans 

les cannelures fondé sur la méthode des coefficients d’influence. Le modèle intègre les 

déformations de contact, établies à partir des équations de Boussinesq et de Cerruti ainsi que 

la flexion des dents. Les arbres peuvent être intégrés dans la géométrie pour prendre en compte 

leur déformation, et différentes erreurs d’assemblage (radiales, axiales et angulaires) peuvent 

être imposées. Le modèle se contente de la fonction d’influence des contacts non conformes 

développée par Boussinesq et ne corrige pas les effets de bord apportés par ses hypothèses. 

 

Aucun des modèles présentés ne réunit simultanément le traitement du contact conforme et 

l’intégration des déformations structurelles des dents au sein d’une méthode rapide permettant 

le dimensionnement de cannelure. L’algorithme de contact semi-analytique développé dans ce 

mémoire tend à associer ces éléments pour prédire la distribution de pression et l’amplitude de 

glissement sur des cannelures à dents droites désalignées, pour toute géométrie définie par les 

paramètres ISO 4156. 

 

1.4 Réseaux de neurones comme modèles de substitution 

L’intégration des déformations structurelles dans l’algorithme de contact impose d’évaluer la 

déformée des dents, pour un grand nombre de configurations géométriques et pour des 

conditions de chargement distinctes. Une évaluation directe par simulation éléments finis à 

chaque appel de l’algorithme représenterait un coût de calcul prohibitif, incompatible avec les 

exigences d’un outil de dimensionnement paramétrique, tandis que la résistance des matériaux 
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(RDM) ne permet pas d’établir de solution analytique pour des géométries aussi complexes 

que les profils en développante de cercle. 

 

La notion de métamodèle désigne une approximation de la relation entrée-sortie impliquée par 

une simulation coûteuse, construite à partir d’un ensemble de données d’entraînement généré 

au préalable (Fonseca, Navaresse, & Moynihan, 2003). Une fois entraîné, le métamodèle peut 

évaluer quasi-instantanément des déplacements, offrant un gain en temps de calcul 

considérable par rapport à la simulation originale par éléments finis. Les réseaux de neurones 

à propagation avant multicouches (MLP) sont particulièrement adaptés à ce cas, ils n’imposent 

pas d’hypothèse sur la forme de la relation à approcher et sont capables de modéliser des 

dépendances non linéaires entre les variables d’entrée et de sortie. Ils présentent de plus une 

bonne robustesse face aux déviations des hypothèses statistiques classiques. 

 

La précision atteignable par un réseau de neurones comme substitut aux éléments finis a été 

démontrée dans le domaine de la mécanique des structures par Liang, Liu, Martin et Sun 

(2018). Ils ont développé un modèle de substitution par apprentissage profond afin de prédire 

la distribution de contraintes dans une paroi vasculaire. Ils ont obtenu des erreurs moyennes 

inférieures à 1 % par rapport aux résultats EF, le tout avec un facteur d’accélération de l’ordre 

de 1 800 par rapport au calcul direct. Dans le domaine spécifique des engrenages, Sendlbeck, 

Maurer, Otto et Stahl (2023) soulignent que les méthodes d’apprentissage automatique sont de 

plus en plus mobilisées pour prédire des propriétés mécaniques à partir de bases de données de 

simulations éléments finis paramétriques, notamment pour estimer les contraintes en pied de 

dent de géométries sortant du domaine de validité des formules normalisées. 

 

Parmi les méthodes de substitution disponibles, le MLP offre le meilleur compromis 

précision/coût pour les problèmes de régression sur données tabulaires. Yüksel (2026) a 

conduit une évaluation comparative systématique de cinq approches : Kriging, forêts 

aléatoires, XGBoost, SVR et MLP. Les modèles doivent prédire le comportement mécanique 

non linéaire d’une pièce structurale à partir d’un jeu de données issu de simulations éléments 

finis paramétriques. Le MLP obtient les meilleurs résultats avec un coefficient de 
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détermination R² = 0,98 tandis que le Kriging présente de bonnes performances sur de petits 

jeux de données mais son coût de calcul croît de façon significative lorsque le nombre 

d’échantillons augmente. Les méthodes ensemblistes (XGBoost, forêts aléatoires) permettent 

une stabilité satisfaisante mais leur précision est inférieure à celle du MLP, tandis que la SVR 

se révèle la plus sensible au volume de données disponibles. Le réseau de neurones MLP est 

donc le plus adapté pour la prédiction de la flexion, de la torsion, du cisaillement et de la 

compression des dents dans l’algorithme de contact développé dans ce mémoire. 

 

1.5 Conclusion 

La revue de littérature met en évidence la complexité des phénomènes physiques à l’œuvre 

dans les liaisons cannelées désalignées et la diversité des approches développées pour les 

modéliser. Le désalignement angulaire ressort comme le paramètre le plus dominant de 

l’endommagement par fretting, il concentre les pressions de contact à l’extrémité des dents et 

amplifie le micro-glissement. Les mécanismes de dégradation associés ont fait l’objet d’une 

documentation expérimentale et numérique approfondie, avec des contributions récentes sur 

les cannelures bombées.  

 

La Figure 1.1 résume l’ensemble des phénomènes mis en jeu, les trois types de déformation de 

la liaison cannelée y sont présentés et permettent de calculer les champs de déplacement et de 

pression, desquels le glissement et l’usure peuvent être déduits. Le Tableau 1.1 compare 

l’ensemble des solutions techniques existantes et présente les avantages et inconvénients de 

chacune d’elles. 

 



20

Figure 1.1 Phénomènes mis en jeu
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Tableau 1.1 Comparaison des solutions existantes pour chacun des 
phénomènes physiques 

Phénomène à 
modéliser Solutions Avantages Inconvénients 

Modélisation du 
contact 

Théorie de 
Hertz 

• Simplicité du modèle 
• Rapidité de calcul 
• Référence reconnue 
• Ne nécessite pas de 

maillage 

• Hypothèse d’un contact 
non conforme 

• Hypothèse de corps 
assimilés à des demi-
espaces infinis 

• Hypothèse de glissement 
absent 

Eléments 
finis 

• Adapté aux géométries 
complexes 

• Génère les champs de 
pression, glissement et 
contraintes 

• Coût de calcul important 
• Paramétrage du contact 

complexe 

Boussinesq 

• Rapidité de calcul 
• Adapté aux géométries 

complexes 
• Ne nécessite pas de 

maillage volumique 

• Hypothèse des surfaces 
de contact non 
conformes 

• Effets de bord à corriger 
liés à l’hypothèse de 
demi-espace infini 

• Prend uniquement en 
compte les efforts 
normaux 

Paul et 
Hashemi 

• Adaptation de 
Boussinesq pour les 
contacts conformes 

• Rapidité de calcul 
• Adapté aux géométries 

complexes 
• Ne nécessite pas de 

maillage volumique 

• Effets de bord à corriger 
liés à l’hypothèse de 
demi-espace infini 

• Prend uniquement en 
compte les efforts 
normaux 

Paul et 
Hashemi      
+ Cerruti      

+ Guilbault 

• Adaptation de Paul et 
Hashemi avec les efforts 
tangentiels et les 
corrections d’effets de 
bord 

• Rapidité de calcul 
• Adapté aux géométries 

complexes 
• Ne nécessite pas de 

maillage volumique 

• Mise en place complexe 

 Poinçons 
• Rapidité du modèle 
• Ne nécessite pas de 

maillage volumique 

• Pertes de contact non 
prises en compte 

• Effets de bords non pris 
en compte 
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Phénomène à 
modéliser Solutions Avantages Inconvénients 

Torsion, 
flexion, 

cisaillement et 
compression 

des dents 

Eléments 
finis 

• Précision du modèle 
• Adapté aux géométries 

complexes 
• Prend en compte les 

effets entre les dents 

• Coût de calcul important 

Résistance 
des matériaux 

• Simplicité du modèle 
• Rapidité des calculs 
• Expression analytique 

• Non adapté aux 
géométries complexes 

• Ignore les effets présents 
entre les dents 

Réseau de 
neurones 

• Précision très proche des 
éléments finis 

• Rapidité des calculs 
(quasi instantané) 

• Génération d’une base de 
données conséquente en 
amont 

• Ne fonctionne que pour 
une plage de paramètres 
définis par la base de 
données 

Torsion de 
l’arbre 

Eléments 
finis 

• Précision du modèle 
• Adapté aux géométries 

complexes 
• Coût de calcul important 

Résistance 
des matériaux 

• Simplicité du modèle 
• Rapidité des calculs 
• Expression analytique 

• Non adapté à des 
géométries complexes 
(arbre cannelé) 

Usure 

Eléments 
finis 

• Précision du modèle 
• Adapté aux géométries 

complexes 

• Coût de calcul important 
• Définition des 

paramètres de l’usure 

Critère de 
Ruiz • Simplicité du modèle 

• Nécessite de connaître 
les contraintes 
tangentielles 

• Ne permet pas de donner 
une valeur de profondeur 
de l’usure 

Equation 
d’Archard 

• Simplicité du modèle 
• Permet de comparer 

relativement deux 
solutions techniques 

• Permet de fournir une 
valeur quantitative de 
l’usure si ݇௪ est 
correctement défini 

• Détermination de ݇௪ 
complexe 
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La modélisation présentée dans ce mémoire comble les lacunes identifiées dans la revue de 

littérature en développant un algorithme de contact semi-analytique adapté aux cannelures à 

dents droites désalignées. L’algorithme intègre la fonction d’influence tridimensionnelle de 

Paul et Hashemi (1981) pour le contact conforme associé aux équations de Cerruti pour 

modéliser les efforts tangentiels. La correction de quart-espace de Guilbault (2011) pour les 

effets de bord aux extrémités axiales des dents, et la géométrie exacte des flancs reconstruite 

par simulation numérique du procédé de taillage viennent compléter la modélisation du 

contact. L’utilisation d’un réseau de neurones de type MLP permet d’obtenir une évaluation 

quasi-instantanée des déformations structurelles des dents. L’objectif est de prédire la 

distribution de pression ainsi que l’amplitude de glissement et les zones propices à l’usure pour 

l’ensemble des géométries définies par la norme ISO 4156, le tout en un temps de calcul 

compatible avec les exigences d’un outil de dimensionnement industriel. 

 

L’objectif principal de cette recherche est donc de, 

Développer un modèle de répartition de charge pour les cannelures désalignées permettant 

des dimensionnements industriels et des études paramétriques. 

 

Cet objectif conduit aux objectifs secondaires suivants : 

 

1- Développer un modèle de contact conforme pour des flancs en développante de 

cercle avec des écarts de fabrication; 

2- Développer un modèle de flexion-torsion-cisaillement-compression des dents basé 

sur un réseau de neurones entraîné sur des cas éléments finis; 

3- Développer un modèle de torsion de l’arbre et du moyeu basé sur les équations de 

la RDM; 

4- Développer un modèle de cartographie de l’usure sur le flanc des dents. 
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Les hypothèses de départ sont :  

 

1- Contact conforme entre les solides; 

2- Comportement élastique des matériaux; 

3- Glissement total entre les solides avec un coefficient de frottement constant sur 

toute la zone de contact. 

 

Les limites du modèle seront ainsi : 

 

1- Étude quasi-statique; 

2- Coefficient d’usure ݇௪ non renseigné; 

3- Géométrie restreinte à la norme ISO 4156; 

 



 

CHAPITRE 2 
 

Algorithme semi-analytique de contact 

Dans les cannelures désalignées, la transmission de couple génère des chargements non 

uniformes entre les dents de l’arbre et du moyeu, entraînant des zones de pressions de contact 

élevées. La détermination des champs de pression et des déformations associées est nécessaire 

pour évaluer la localisation de l’endommagement par usure et estimer la durée de vie de la 

liaison. La nature conforme du contact dans les cannelures implique des zones de contact 

étendues sur lesquelles les surfaces n’admettent pas de plan tangent commun unique. Cette 

particularité géométrique invalide les hypothèses de la théorie de Hertz, dont la validité est 

conditionnée à une zone de contact petite devant les rayons de courbure des solides. Le 

désalignement des cannelures amène également des pertes de contact cycliques lorsque les 

cannelures sont en rotation, qui invalident l’utilisation de la méthode des poinçons. 

 

La méthode proposée par Hartnett (1980), fondée sur la théorie de Boussinesq, constitue le 

cadre de base de l’algorithme de modélisation de contact des cannelures désalignées. Elle 

constitue une approche numérique générale du contact entre corps élastiques, applicable à des 

géométries de surface arbitraires. Cependant, son application directe à ce cas d’étude nécessite 

certaines adaptations, elle repose en effet sur quatre hypothèses fondamentales : l’élasticité 

linéaire des matériaux, une pression uniforme sur chaque cellule de contact, deux solides semi-

infinis ainsi que l’approximation du plan tangent commun comme plan de référence. Ces deux 

dernières hypothèses ne sont pas applicables au cas d’étude. En effet, les dents des cannelures 

présentent des dimensions finies, leurs surfaces libres aux extrémités générant des effets de 

bord que cette hypothèse ne permet pas de capturer. Enfin, l’hypothèse d’un plan tangent 

commun suppose que la composante normale z des surfaces est négligeable devant leurs 

composantes tangentielles. Cette hypothèse est acceptable pour les contacts non conformes 

classiques, mais invalide pour les flancs en développante des cannelures, où la coordonnée z 

est du même ordre de grandeur que les coordonnées tangentielles. 
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Par ailleurs, les cannelures présentent une zone de contact propre à chaque dent, l’ensemble de 

ces zones devant être liées les unes aux autres. La condition de fermeture globale est en outre 

liée au couple transmis et non à une force normale comme dans la formulation originale de 

Hartnett. Le désalignement angulaire entre l’arbre et le moyeu modifie également la séparation 

initiale entre les surfaces et la cinématique de leur mouvement relatif, deux aspects absents de 

celle-ci. Enfin, les efforts tangentiels de frottement, absents de la méthode proposée par 

Hartnett, génèrent un déplacement normal additionnel qui ne peut être négligé dans le cas des 

cannelures. 

 

2.1 Formulation fondée sur la théorie de Boussinesq 

La théorie de Boussinesq, permet d’exprimer le déplacement normal en tout point d’une 

surface d’un solide élastique semi-infini soumis à une force de surface ponctuelle. En intégrant 

cette solution sur une région rectangulaire, il est possible de relier une pression constante 

appliquée sur une surface au champ de déplacement qu’elle induit sur l’ensemble. Ce lien est 

exprimé à l’aide d’une fonction d’influence définie selon des hypothèses. L’algorithme de 

Hartnett (1980) propose une méthode numérique de contact non-hertzien reposant sur ce 

principe. 

 

2.1.1 Architecture de l’algorithme 

La surface de contact potentielle est discrétisée en une grille de n ∗  m cellules rectangulaires 

de dimensions 2a × 2b, chaque cellule étant identifiée par ses indices (i, j). Ces cellules peuvent 

supporter une pression uniforme P୧୨. Le déplacement normal en tout point d’une surface est 

donné par la somme des contributions de l’ensemble des cellules sur celle-ci : 

 

௜௣ݓ  = ෍෍ ௞ܲ௝ ∗ ௜݂௣,௞௝௠
௝ୀ଴

௡
௞ୀ଴  

(2.1) 
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Dans cette relation, la fonction d’influence f୧୮,୩୨ représente le déplacement normal au point (i, p) produit par une pression unitaire uniforme sur la cellule (k, j). L’équation suivante définit 

la fonction d’influence f୧୮,୩୨ : 
 

 ௜݂௣,௞௝(Δܺ,Δܻ) = ܭ
∗ ൝ (Δܺ + ܾ) ln((Δܻ + ܽ) + ඥ(Δܻ + ܽ)ଶ + (Δܺ + ܾ)ଶ(Δܻ − ܽ) + ඥ(Δܻ − ܽ)ଶ + (Δܺ + ܾ)ଶ    
+ (Δܻ + ܽ) ln((Δܺ + ܾ) + ඥ(Δܻ + ܽ)ଶ + (Δܺ + ܾ)ଶ(Δܺ − ܾ) + ඥ(Δܻ + ܽ)ଶ + (Δܺ − ܾ)ଶ
+ (Δܺ − ܾ) ln((Δܻ − ܽ) + ඥ(Δܻ − ܽ)ଶ + (Δܺ − ܾ)ଶ(Δܻ + ܽ) + ඥ(Δܻ + ܽ)ଶ + (Δܺ − ܾ)ଶ
+ (Δܻ − ܽ) ln((Δܺ − ܾ) + ඥ(Δܻ − ܽ)ଶ + (Δܺ − ܾ)ଶ(Δܺ + ܾ) + ඥ(Δܻ − ܽ)ଶ + (Δܺ + ܾ)ଶ  ൡ 

ܭ ܿ݁ݒܣ = 1 − ଵܧ ߨଵଶߥ + 1 − ଶܧ ߨଶଶߥ  

(2.2) 

 

Où ΔX et ΔY représentent la différence de coordonnées entre les cellules (k, j) et (i, p) tandis 

que νங et Eங sont respectivement le coefficient de Poisson et le module de Young du solide ι. 
Cette équation est issue de l’intégration analytique des équations de Boussinesq sur la région 

rectangulaire 2a × 2b : 

 

 ݂(ܺ,ܻ) = 1 − ߨଶߥ ∗ ܧ න ܺ)}ݕ݀ݔ݀ (ݕ,ݔ)ܲ − ଶ(ݔ + (ܻ − ଶ}ଵ/ଶ஺(ݕ  
(2.3) 

 

Avec A l’aire de la surface considérée. 

 

La Figure 2.1 décrit le contact entre deux surfaces courbes. Pour celles-ci, il existe un plan 

tangent passant par le premier point de contact. Chaque point des surfaces 1 et 2 est alors séparé 

d’une distance z୧ de ce plan. L’approche rigide des deux solides α est alors estimée et permet 



28

de définir le champ de pression ainsi que les déplacements w୧ de chacun des points des deux 

surfaces. Une cellule appartient donc à la zone de contact si :

ଵݓ + ଶݓ + ଵݖ + ଶݖ = ߙ (2.4)

La pression associée à cette cellule est alors positive.

Pour une cellule hors de la zone de contact :

ଵݓ + ଶݓ + ଵݖ + ଶݖ > ߙ (2.5)

La pression associée à cette cellule est alors nulle

Figure 2.1 Définition du contact

Enfin, la condition de charge globale impose que la force appliquée F soit égale à la résultante 

des pressions F௥ calculée comme suit :
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௥ܨ  = ෍෍ ௜ܲ௣ ∗ ௜௣௠ܣ
௣

௡
௜  

(2.6) 

 

Où A୧୮ = 4ab, est l’aire de la cellule (i, p). 

 

La méthode de Gauss-Seidel par colonnes proposée par Hartnett (1980) permet la résolution 

du système. À chaque itération, les pressions d’une colonne sont recalculées en maintenant 

fixes les pressions de toutes les autres colonnes, celles-ci étant transférées en termes constants. 

Cette approche est préférée à une résolution matricielle globale car la résolution simultanée de 

l’ensemble des cellules peut engendrer des instabilités numériques (Hartnett, 1980). Une fois 

toutes les colonnes balayées, Hartnett met à jour l’approche rigide α proportionnellement à 

l'écart entre la force totale obtenue et la consigne, puis recommence la boucle jusqu'à 

convergence. Cette correction proportionnelle converge lentement dès que la zone de contact 

s'écarte du cas hertzien. Pour remédier à cela, la mise à jour de la valeur de l’approche rigide α dépend du nombre d’itérations déjà réalisées, comme le présente la Figure 2.2. La première 

mise à jour de α utilise la proportionnalité puisqu’un seul point est connu ; la méthode de 

Newton est utilisée lorsqu’un deuxième point a été calculé, permettant d’exploiter la tangente 

à la courbe ; enfin, les itérations suivantes utilisent la méthode de Halley, celle-ci faisant 

intervenir la dérivée seconde et offrant une convergence cubique plutôt que quadratique. 
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Figure 2.2 Mise à jour de l’approche rigide

La Figure 2.3 présente le diagramme de principe de fonctionnement de l’algorithme proposé 

par Hartnett pour l’application d’un effort F entre deux corps.
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Figure 2.3 Diagramme de l’algorithme proposé par Hartnett
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2.1.2 Extension au contact conforme 

Dans la formulation originale de Hartnett, la surface de contact est assimilée au plan tangent 

commun aux deux solides. L’hypothèse implicite est que les coordonnées normales z sont 

identiques en tout point de la zone de contact et peuvent être supposées nulles. La fonction 

d’influence donnée par l’équation (2.2) est alors définie dans ce plan et le calcul des distances 

entre les cellules se réduit aux coordonnées x et y. 

 

Dans le cas des cannelures, le contact est conforme et la coordonnée normale z varie de façon 

comparable aux coordonnées x et y d’une cellule à l’autre sur la surface de contact. La distance 

entre les deux cellules (i, p) et (k, j) nécessite donc un calcul en trois dimensions. La formule 

suivante, proposée par Paul et Hashemi (1981) remplace la fonction d’influence f୧୮,୩୨ proposée 

par Hartnett : 

 

 ሚ݂ = 1 − ߨߥ ∗ ܧ න ,ݔ)ܲ ܺ)}ݕ݀ݔ݀ (ݕ − ଶ(ݔ + (ܻ − ଶ(ݕ + (ܼ − ଶ}ଵ/ଶ஺(ݖ  
(2.7) 

 

Cette formule, initialement déterminée pour les géométries à courbure gaussienne négative, 

constitue une approximation raisonnable du déplacement normal dû à une force unitaire en 

surface, pour les géométries à courbure gaussienne positive (Paul & Hashemi, 1981). 

Une fois l’intégration sur la cellule réalisée, l’équation (2.7) devient : 
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 ሚ݂(Δܺ,Δܻ,Δܼ,ܽ, ܾ)
= 1 − ߨߥ ∗ ܧ ൦Δܼ ܽ݊ܽݐܿݎ ቆ ൫(Δܺ + ܾ)(Δܻ + ܽ)൯Δܼඥ(Δܺ + ܾ)ଶ + (Δܻ + ܽ)ଶ + Δܼଶቇ
−  Δܼ ܽ݊ܽݐܿݎ ቆ ൫(Δܺ − ܾ)(Δܻ + ܽ)൯Δܼඥ(Δܺ − ܾ)ଶ + (Δܻ + ܽ)ଶ + Δܼଶቇ−  Δܼ ܽ݊ܽݐܿݎ ቆ ൫(Δܺ + ܾ)(Δܻ − ܽ)൯Δܼඥ(Δܺ + ܾ)ଶ + (Δܻ − ܽ)ଶ + Δܼଶቇ+  Δܼ ܽ݊ܽݐܿݎ ቆ ൫(Δܺ − ܾ)(Δܻ − ܽ)൯Δܼඥ(Δܺ − ܾ)ଶ + (Δܻ − ܽ)ଶ + Δܼଶቇ  
+  (Δܻ + ܽ) ݈݊൮൬ඥ(Δܺ + ܾ)ଶ + (Δܻ + ܽ)ଶ + Δܼଶ − (Δܺ + ܾ)൰ඥ(Δܺ − ܾ)ଶ + (Δܻ + ܽ)ଶ + Δܼଶ − (Δܺ − ܾ) ൲
+  (Δܻ − ܽ) ݈݊൮൬ඥ(Δܺ − ܾ)ଶ + (Δܻ − ܽ)ଶ + Δܼଶ − (Δܺ − ܾ)൰ඥ(Δܺ + ܾ)ଶ + (Δܻ − ܽ)ଶ + Δܼଶ − (Δܺ + ܾ) ൲
+  (Δܺ + ܾ) ݈݊൮൬ඥ(Δܺ + ܾ)ଶ + (Δܻ − ܽ)ଶ + Δܼଶ + (Δܻ − ܽ)൰ඥ(Δܺ + ܾ)ଶ + (Δܻ + ܽ)ଶ + Δܼଶ + (Δܻ + ܽ) ൲
+  (Δܺ − ܾ) ݈݊൮൬ඥ(Δܺ − ܾ)ଶ + (Δܻ + ܽ)ଶ + Δܼଶ + (Δܻ + ܽ)൰ඥ(Δܺ − ܾ)ଶ + (Δܻ − ܽ)ଶ + Δܼଶ + (Δܻ − ܽ) ൲൪ 

(2.8) 

 

Où ΔX, ΔY et ΔZ représentent la différence de coordonnées entre les cellules (k, j) et (i, p). 

 

Les coordonnées normales z des centres de cellules varient avec le déplacement, contrairement 

aux coordonnées x et y. La fonction d’influence est donc initialement calculée avec la 

géométrie non déformée, utilisée comme une première approximation de la surface déformée. 

Ainsi, une boucle itérative externe, représentée à la Figure 2.4, est ajoutée à l’algorithme. Après 

convergence du champ de pression et des déplacements, la géométrie des surfaces est mise à 
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jour et la fonction d’influence est recalculée avec les nouvelles coordonnées z. L’algorithme 

est alors relancé et cette procédure est répétée jusqu’à ce que la géométrie de la surface de 

contact converge.

Figure 2.4 Mise à jour de la fonction d’influence
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2.1.3 Validation des équations de Paul et Hashemi

Afin de valider l’implémentation de la fonction ሚ݂ liée aux équations de Paul Hashemi (1981), 

un cas de simulation est réalisé pour comparer les résultats obtenus aux équations de 

Boussinesq, utilisés dans la fonction f, ainsi qu’à la théorie de Hertz. Le cas de simulation est 

réalisé sur le contact de deux cylindres parallèles, défini dans la Figure 2.5, de rayon 0.984 mm et 25.4 mm et de longueur 21 mm auxquels sont appliqué un effort de 6872 N. 

Figure 2.5 Géométrie des cylindres

Le contact de ces deux cylindres étant considéré comme non conforme, les résultats des 

fonctions f et fሚ devraient être égaux et proches de la théorie de Hertz. La Figure 2.6 qui présente 

la pression obtenue selon l’axe normal aux cylindres, x, vient confirmer ces attentes, les 

résultats des fonctions f et fሚ semblent confondus et sont proches de la théorie de Hertz.
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Figure 2.6 Champ de pression du contact entre deux cylindres 

 

2.2 Adaptations aux cannelures 

L’application de la méthode de Hartnett aux cannelures nécessite plusieurs adaptations liées à 

la géométrie spécifique de ces liaisons. La disposition des dents autour de l’axe de rotation 

impose de remplacer le repère cartésien de la formulation originale par un repère cylindrique, 

et la condition de fermeture, initialement exprimée en termes de force normale, doit être 

reformulée pour traduire un équilibre en couple. Par ailleurs, le calcul des séparations initiales 

entre les surfaces de l’arbre et du moyeu qui permet d’initialiser l’algorithme, requiert une 

description géométrique précise des flancs de dents, dont la forme provient du procédé de 

taillage. Enfin, le désalignement entre les axes de l’arbre et du moyeu modifie ces séparations 

initiales et doit être intégré au modèle. 
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2.2.1 Repère cylindrique et équilibre en couple de cannelures alignées

L’algorithme de Hartnett repose sur un repère cartésien dans lequel les distances entre cellules 

se mesurent en coordonnées rectilignes. Dans le cas des cannelures, en considérant une zone 

de contact pour chaque dent, la géométrie des surfaces de contact s’inscrit naturellement dans 

un repère cylindrique centré sur l’axe de rotation de l’arbre. La distance entre deux cellules 

homologues situées sur les deux flancs en contact ne constitue plus une simple différence de 

coordonnée normale, mais une longueur mesurée le long d’un arc de cercle.

La Figure 2.7 illustre ce changement de repère, pour un point du maillage situé à un rayon R 

de l’axe de rotation, les séparations initiales de la surface de l’arbre et de celle du moyeu sont 

remplacées par les longueurs d’arc zଵ et zଶ :

Figure 2.7 Définition des distances initiales
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L’algorithme de contact s’applique à chaque paire de dents d’arbre et de moyeu de manière 

indépendante. Pour une cannelure à z dents, z applications parallèles de l’algorithme 

produisent z champs de pression P୧୮ distincts. Cette indépendance repose sur l’hypothèse que 

le champ de pression lié au contact sur une dent donnée ne dépend pas directement du champ 

de pression des dents voisines, mais uniquement de la position relative des surfaces en contact 

sur cette dent. L’influence d’une dent sur ses dents voisines est prise en compte dans la section 

3.1. 

 

Dans la formulation originale de Hartnett, la condition de fermeture impose que la résultante 

des pressions soit égale à la force normale appliquée F. Cette condition est adaptée aux 

cannelures, où c’est un couple qui est transmis et non une force. La Figure 2.8 illustre la 

démarche de projection des forces de chaque cellule pour le calcul du couple. La pression 

exercée sur chaque cellule (i, p) génère une force élémentaire F୬ሬሬሬሬ⃗  normale à la surface de la 

dent en ce point. La force Fୡሬሬሬ⃗  qui participe à la génération du couple élémentaire s’obtient en 

projetant F୬ሬሬሬሬ⃗  dans la direction orthoradiale (selon le vecteur tangentiel t⃗) puis en la multipliant 

par le bras de levier R୧୮.  

 

La contribution au couple de la cellule (i, p) s’écrit alors : 

 

௜௣ܥ  = ௖ܨ ∗ ܴ௜௣ (2.9) 

 

Le couple total généré correspond donc à la somme des contributions de chaque dent, chacune 

étant calculée en sommant les couples élémentaires de chaque cellule. 
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Figure 2.8 Projection des forces générées pour calculer le couple

Le couplage entre les dents s’établit par le partage d’une même approche rigide α. Dans la 

formulation cartésienne de Hartnett, α représente un déplacement normal, c’est-à-dire une 

distance de rapprochement des deux solides. Dans le repère cylindrique adopté ici, cette 

grandeur devient un angle : α correspond à l’angle de rotation rigide de l’arbre par rapport au 

moyeu. La séparation initiale entre les surfaces permet d’estimer une valeur initiale de 

l’approche rigide. Cette valeur est ensuite corrigée itérativement comme présenté dans la 

section 2.1.1 jusqu’à ce que le couple total engendré par l’ensemble des dents converge vers 

le couple imposé. 

2.2.2 Génération de la géométrie par taillage

Le calcul des distances initiales entre les surfaces de l’arbre et du moyeu pour chaque cellule 

du maillage nécessite une description précise de la géométrie des flancs de dents. Celle-ci 

découle de son procédé de fabrication, le taillage par génération réalisé par exemple avec un

outil crémaillère. La géométrie de chaque dent est reconstituée numériquement en simulant ce 

procédé afin de garantir la cohérence entre la géométrie calculée et la géométrie réellement 

usinée.

Le taillage par outil génération repose sur le mouvement relatif de l’outil de taillage, ici une 

crémaillère, qui reproduit la cinématique d’engrènement par rapport à l’arbre taillé. L’outil se 
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déplace en translation tandis que l’arbre tourne autour de son axe. Le flanc de dent résulte de 

l’enveloppe des positions successives de l’outil, illustrée par la vue déroulée de la Figure 2.9. 

 

Les paramètres de l’outil crémaillère sont définis selon la norme ISO 4156 : le module m fixe 

le pas de la denture, l’angle de pression αୈ  =  30° définit l’inclinaison des flancs de la 

crémaillère, le rayon ρf =  0,2 ∗ m définit le congé de l’outil. Enfin, les coefficients c = 0,75 ∗ m et h = 0.5 ∗ m dans le cas de dentures externes, sont respectivement les coefficients 

de creux et de saillie de dent qui définissent la profondeur du creux de la dent et la hauteur de 

la saillie de la dent vis-à-vis du rayon primitif. 

 

 

Figure 2.9 Obtention d’une cannelure par taillage 
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Le profil d’une dent se compose de trois zones distinctes, représentées en couleur sur la Figure 

2.9. La développante de cercle, représentée en bleu et violet sur la Figure 2.9, est la zone de 

contact des cannelures. Seul un des deux flancs est en contact selon le sens du couple appliqué. 

Le pied de dent se définit à l’aide d’une trochoïde (en vert) engendrée par les congés présents 

sur la crémaillère. Enfin, des arcs de cercle définissent le creux et la tête de la dent. Les cercles 

de référence (rayon primitif, de pied de dent et de tête de dent) apparaissent en noir sur la 

Figure 2.9. 

 

La génération numérique de ces profils repose sur la transformation qui associe à chaque point M = ,୶ܯ) M୷) de l’outil crémaillère le point correspondant sur la dent. Pour un point situé sur 

le flanc rectiligne d’inclinaison k, avec k = arctan(αୈ), cette transformation donne : 

 

ܦ  = ௫ܯ− + ݇ ∗ (ܴ௣  ௬) (2.10)ܯ−

 

 ൜݌ܣ௫ = ݇ ∗ (ܴ௣ ௬݌ܣ  (௬ܯ− =  ௬                        (2.11)ܯ

 

 ܴఈ = ට݌ܣ௫ଶ +  ௬ଶ݌ܣ
(2.12) 

 

ߛ  = ݊ܽݐܿݎܽ ቆ݌ܣ௫݌ܣ௬ቇ  − ௣ܦܴ  +  2ߨ
(2.13) 

 

 ൜ܣ௫ = ܴఈ ∗ ௬ܣ(ߛ)ݏ݋ܿ = ܴఈ ∗  (ߛ)݊݅ݏ
(2.14) 

 

L’application successive des équations (2.10) à (2.14) permet d’obtenir les coordonnées du 

point A sur le profil de la dent, avec R୮  = ୫୸ଶ  le rayon primitif, γ l’angle parcouru par l’arbre 

au fur et à mesure de l’approche de l’outil et D la distance parcourue par la crémaillère comme 

le présente la Figure 2.10. 
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Figure 2.10 Mise en équation du taillage

La trochoïde s’obtient en appliquant cette même transformation à chaque point du congé de 

l’outil de rayon ρ୤.
La cannelure mâle (arbre, Figure 2.11) et la cannelure femelle (moyeu, Figure 2.12) présentent 

des géométries distinctes bien qu’engendrées par le même principe de taillage.
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Figure 2.11 Cannelure mâle obtenue par taillage

Figure 2.12 Cannelure femelle obtenue par taillage

Les déplacements calculés par l’algorithme de contact étant de l’ordre du micromètre, la 

géométrie des surfaces doit être connue avec une précision supérieure. Pour chaque cellule du 
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maillage, une évaluation par points discrets suivie d’une interpolation introduirait une erreur 

géométrique d’ordre de grandeur comparable. Pour éliminer cette source d’imprécision, une 

fonction inverse analytique détermine les coordonnées exactes sur la développante de cercle 

pour un rayon donné r. Les équations (2.10) à (2.14) permettent d’obtenir : 

 

௬ߙ  = ݇ଶ ∗ ݎ + ඥ(݇ଶ + 1) ∗ ܴଶ − ݇ଶ ∗ ଶ݇ଶݎ + 1  
(2.15) 

 

Puis α୶ se déduit de la relation de droite. Le point de l’outil utile est donc connu et les 

coordonnées du point associé sur la dent peuvent être déterminées comme précédemment. 

Cette inversion analytique garantit l’exactitude des coordonnées de la développante de cercle. 

Pour la trochoïde, l’absence de forme analytique inverse conduit à une méthode par 

encadrement successif : l’arc du congé de l’outil est progressivement resserré autour du 

segment contenant le rayon cible. Le contact n’étant pas censé se produire sur la trochoïde, 

l’erreur commise, inférieure à 10ି଼mm, sur les coordonnées de la trochoïde, est acceptable. 

 

Enfin une rotation de l’ensemble de la géométrie obtenue peut être réalisée afin de trouver une 

symétrie selon un axe défini ou bien afin d’orienter l’arbre dans une certaine direction pour lui 

appliquer un désalignement par la suite. 

 

La Figure 2.13 illustre les diamètres dimensionnants définis par la norme ISO 4156 ainsi que 

le jeu présent entre l’arbre et le moyeu. L’arbre porte des dents externes dont la développante 

de cercle s’étend de la trochoïde jusqu’au diamètre de tête de dent Dୣୣ. Le creux entre deux 

dents de l’arbre correspond au diamètre D୧ୣ. Le moyeu présente des dents internes dont la 

développante s’étend du diamètre de tête D୧୧ à la trochoïde en pied de dent. Le creux de dent 

correspond ici au diamètre Dୣ୧. 
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Figure 2.13 Diamètres des cannelures 

 

2.2.3 Modélisation du désalignement 

Dans une liaison cannelée en service, l’axe de l’arbre et l’axe du moyeu ne sont généralement 

pas parfaitement coaxiaux. Ce désalignement, illustré par la Figure 2.14, modifie la séparation 

initiale entre les surfaces de chaque dent et conditionne donc la distribution de pression le long 

de la cannelure. La géométrie de l’arbre et du moyeu sont définies dans leur repère respectif, 

nommés Rୟ et R୫ dont les axes y sont confondus avec l’axe de l’arbre et du moyeu. Le repère 

de l’arbre est confondu avec le repère global R tandis que le repère du moyeu est lui déplacé 

de manière à reproduire le désalignement souhaité. Le modèle de contact intègre un 

désalignement général du moyeu vis-à-vis de l’arbre, pris comme référence, décrit par quatre 

paramètres : trois translations (t୶, t୷, t୸) et une rotation d’angle θ autour de l’axe x. 
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Figure 2.14 Définition du désalignement

Les trois translations permettent de décrire le désalignement du moyeu par rapport à l’arbre 

selon chacune des directions de l’espace, définies par rapport au repère global. La translation t୷, parallèle à l’axe de la cannelure, déplace l’ensemble du moyeu axialement. Les translations t୶ et t୸ déplacent le moyeu radialement dans les deux directions perpendiculaires à l’axe.

La rotation d’angle θ caractérise le désalignement angulaire entre les deux axes, celle-ci se fait 

par rapport à l’origine du repère situé en bout de cannelure, sur l’axe de rotation de l’arbre. Le 

désalignement angulaire entre l’axe de l’arbre et celui du moyeu peut être décrit par un angle 

unique dans un plan donné. En plaçant le repère de calcul de sorte que ce plan coïncide avec 

le plan (x, y), la rotation se réduit à une rotation d’angle θ autour de l’axe x uniquement. Cette 

simplification permet donc de garder possible la simulation de tout montage. L’algorithme 

exploite ce choix de repère pour éviter de paramétrer deux angles de rotation indépendants.

Chaque pièce conserve son propre axe de rotation. L’arbre tourne autour de son axe propre, 

qui est le repère global de l’algorithme, et le moyeu tourne autour du sien, légèrement incliné. 

Comme illustré sur la Figure 2.15, un repère est placé pour chaque dent, celui-ci est issu du 

repère global via une rotation autour de l’axe y, il permet de venir positionner le maillage sur 

le plan tangent, à une distance ܴ௠ de l’origine du repère. Le repère de l’arbre est confondu 
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avec le repère global tandis que celui du moyeu a subi une rotation autour de l’axe x. La Figure 

2.16 montre que pour chaque cellule du maillage, les coordonnées du point correspondant sur 

la surface du moyeu sont obtenues en transformant les coordonnées du centre de la cellule de 

maillage dans le repère du moyeu, puis en projetant ce point sur la surface réelle par une 

rotation autour de l’axe de rotation du moyeu.

Figure 2.15 Définition des géométries dans le repère de la dent

Figure 2.16 Projection du maillage sur la surface du moyeu
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La Figure 2.17 présente les séparations initiales sur chacune des dents entre le flanc de l’arbre 

et du moyeu, le long du rayon. Elle met en évidence les effets d’un désalignement purement 

angulaire autour de l’axe x, de 0,0001 rad sur les séparations initiales avant d’appliquer le 

chargement. Ces séparations sont calculées sur l’assemblage présenté en Figure 2.18. Ainsi, 

un faible angle θ implique un contact entre les deux cannelures uniquement sur l’extrémité de 

la dent 2 avant le chargement. 

 

 

Figure 2.17 Séparation initiale pour un désalignement de 0,0001 ݀ܽݎ 
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Figure 2.18 Géométrie et numérotation des dents utilisées pour les 
mesures des séparations initiales

2.3 Correction des effets de bord

La théorie de Boussinesq repose sur l’hypothèse de deux solides semi-infinis sans surfaces 

libres autres que le plan de contact. Appliquée sans correction à un corps de dimensions finies, 

elle génère des contraintes de cisaillement non nulles sur les surfaces libres, ce qui conduit à 

une surestimation des déplacements et des pressions au voisinage des bords du contact. Dans 

le cas des cannelures, chaque dent présente trois surfaces libres : les deux extrémités axiales 

(aux bords de la longueur de la cannelure) ainsi que la tête de dent.

La correction employée pour ces surfaces repose sur les travaux de Guilbault (2011), qui 

propose une méthode applicable au quart-espace tridimensionnel sans augmentation notable 

du temps de calcul. Pour relâcher les contraintes de cisaillement sur une surface libre, une 
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distribution de pression miroir par rapport à la surface libre est appliquée, suivant le principe 

de Hetényi. Cette opération annule les contraintes de cisaillement sur la surface libre mais 

double les contraintes normales. Pour compenser cet effet, Guilbault introduit un facteur 

correcteur ψ(ν) donné par l’équation (2.16), fonction du coefficient de Poisson, qui multiplie 

la pression miroir. Ce facteur fournit une sur-correction de la contribution des contraintes de 

cisaillement qui compense l’effet résiduel des contraintes normales ajoutées par l’hypothèse 

des espaces semi-infinis, et réduit significativement l’erreur sur les déplacements calculés aux 

bords.

La Figure 2.19 illustre ce principe dans le cas d’un quart-espace tridimensionnel : chaque 

cellule source de pression P est associée à quatre cellules miroir de poids ψ ∗ P, positionnées 

symétriquement par rapport à chacune des quatre surfaces libres (représentées en bleu) du 

domaine rectangulaire. Guilbault (2011) définit le facteur ψ tel que :

(ߥ)߰ = 1.29 − 0.08 − 0.5 ∗ 1ߥ − ߥ (2.16)

Figure 2.19 Méthode de suppression des effets de bords par miroir

Dans le cas des cannelures sans désalignement, la zone de contact sur le flanc de la dent est 

rectangulaire : elle s’étend sur toute la longueur axiale L de la cannelure et sur toute la hauteur 

radiale du flanc.
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Lorsqu’un désalignement angulaire θ est introduit, les surfaces libres ne sont plus parallèles 

au maillage, la Figure 2.20 présente la zone de contact (en vert) et ses cellules associées (en 

bleu foncé) sur le maillage utilisé (ensemble des cellules bleues foncées et claires).

Figure 2.20 Maillage d’une géométrie désalignée

Bien que θ soit faible pour les désalignements usuels, la position de chaque surface libre varie 

selon la ligne ou la colonne du maillage considérée. Un miroir est donc appliqué 

indépendamment sur chaque ligne ou colonne comme le montrent respectivement la Figure 

2.21 et la Figure 2.22 où l’on retrouve les cellules miroir en orange.
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Figure 2.21 Miroir latéral de la pièce

Figure 2.22 Miroir supérieur de la pièce
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Selon cette méthode, le décalage du miroir est pris en compte, mais non la variation de son 

orientation. Les faibles angles de désalignement considérés permettent de justifier l’hypothèse 

de négliger cette variation. Par ailleurs, plus le maillage est fin, plus cette erreur est réduite. 

 

Pour la géométrie initiale, sans miroir, la fonction d’influence est alors décomposée de la 

manière suivante, la fonction ሚ݂ définie en équation (2.8) se calcule pour une cellule avec les 

bornes d’intégration selon x et y suivantes : 

 

 ሚ݂௖௘௡௧௥௔௟(ܺ,ܻ,ܼ, ݔ] − ܾ, ݔ + ܾ], ݕ] − ݕ,ܽ + ܽ],  (2.17) (ݖ

 

Où (X, Y, Z) et (x, y, z) sont respectivement les coordonnées de la cellule (i, p) où le 

déplacement est calculé et de la cellule (k, j) où la pression est appliquée ; a et b les demi-

dimensions de la cellule dans les directions axiale et radiale, et A et B les dimensions du 

maillage. On retrouve ainsi l’intégration de la force appliquée au centre de la cellule (x, y, z) 

entre les bornes (−a; a) et (−b, b) sur x et y respectivement. La coordonnée z utilisée pour une 

cellule miroir est égale à la coordonnée z de la cellule pour laquelle le miroir est réalisé. 

 

Pour le miroir inférieur de la colonne i, les bornes d’intégration de x et y deviennent : 

 

 ሚ݂௜௡௙೔(ܺ,ܻ,ܼ, ݔ] − ܾ, ݔ + ݕ−ൣ ,[ܾ + 2 ∗ ∗ ୧୬୤౟ݎ݅݉ 2 ∗ ܽ − ݕ−,ܽ + 2 ∗ ௜௡௙೔ݎ݅݉ ∗ 2 ∗ ܽ + ܽ൧,  (ݖ

(2.18) 

   

 

Où mir୧୬୤౟ représente le nombre de cellules situées au bas du maillage n’appartenant pas à la 

zone de contact pour la colonne i. 

Pour le miroir supérieur de la colonne i, on obtient : 
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 ሚ݂௦௨௣೔(ܺ,ܻ,ܼ, ݔ] − ܾ, ݔ + ܾ], ൣ2 ∗ ܣ − ݕ − 2 ∗ ௦௨௣೔ݎ݅݉ ∗ 2 ∗ ܽ − ܽ, 2 ∗ ܣ − ݕ − 2 ∗ ௦௨௣೔ݎ݅݉ ∗ 2 ∗ ܽ + ܽ൧,  (ݖ

(2.19) 

 

De la même manière, ici mirୱ୳୮౟  représente le nombre de cellules situées en haut du maillage 

n’appartenant pas à la zone de contact pour la colonne i. 

 

Pour le miroir de droite de la ligne p, les bornes d’intégrations sont : 

 

 ሚ݂ௗ೔(ܺ,ܻ,ܼ, ቂ2 ∗ ܤ − ݔ − 2 ∗ ௗ೛ݎ݅݉ ∗ 2 ∗ ܾ − ܾ, 2 ∗ ܤ − ݔ − 2 ∗ ௗ೛ݎ݅݉ ∗ 2 ∗ ܾ + ܾቃ ݕ], − ܽ, ݕ + ܽ],  (ݖ

(2.20) 

 

En faisant l’analogie avec le miroir supérieur et inférieur, mirୢ౦ représente le nombre de 

cellules situées à droite du maillage n’appartenant pas à la zone de contact pour la ligne p. 

 

Enfin, pour le miroir de gauche, elles deviennent : 

 

 ሚ݂௚೔(ܺ,ܻ,ܼ, ቂ−ݔ + 2 ∗ ௚೛ݎ݅݉ ∗ 2 ∗ ܾ − ݔ−,ܾ + 2 ∗ ௚೛ݎ݅݉ ∗ 2 ∗ ܾ + ܾቃ ݕ], − ܽ, ݕ + ܽ],  (ݖ

(2.21) 

 

De même, mir୥౦  représente le nombre de cellules situées à gauche du maillage n’appartenant 

pas à la zone de contact pour la ligne p. 

 

En considérant la zone de contact en rouge sur la Figure 2.23 comme étant la zone de maillage, 

les équations (2.22) et (2.23) décrivent les fonctions d’influence incluant les corrections pour 

l’arbre et le moyeu respectivement : 

 

 ሚ݂௔௥௕௥௘ = ሚ݂௖௘௡௧௥௔௟ + ሚ݂௜௡௙೔ + ሚ݂௦௨௣೔ + ሚ݂ௗ೔ (2.22) 
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 ሚ݂௠௢௬௘௨௫ = ሚ݂௖௘௡௧௥௔௟ + ሚ݂௜௡௙೔ + ሚ݂௦௨௣೔ + ሚ݂௚೔ (2.23) 

 

Les miroirs s’appliquant uniquement sur les surfaces libres, il n’y a donc pas de miroir en pied 

de dent, ce qui explique que seul le miroir droit soit utilisé sur l’arbre, et seul le miroir gauche 

soit utilisé pour le moyeu. 

 

 

Figure 2.23 Zone de maillage 

 

Afin de valider l’effet des deux corrections apportées : la réalisation des miroirs couplés au 

coefficient ߰, le même cas de simulation qu’en section 2.1.3 est utilisé. Les surfaces libres 

étant les extrémités des cylindres, un miroir du champ de pression coefficienté par ߰ est réalisé 

pour chacune d’elles comme présenté dans la Figure 2.24. 
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Figure 2.24 Réalisation des miroirs

La Figure 2.25 présente les champs de pression obtenus sans correction à gauche et avec 

correction à droite. Comme attendu, la pression qui présentait des pics aux bords des surfaces 

libres, présente une réduction une fois les corrections appliquées qui traduit le fait qu’il n’y ait

pas de matière de l’autre côté de la surface.
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Figure 2.25 Champ de pression 3D sans correction à gauche et avec 
correction à droite 

 

2.4 Efforts tangentiels et formulation de Cerruti 

La formulation de Hartnett présentée jusqu’ici ne tient compte que des efforts normaux dans 

le calcul du déplacement des surfaces. Or, dans une liaison cannelée désalignée, des 

glissements importants apparaissent et le frottement engendre des tractions tangentielles dont 

l’effet sur le déplacement normal ne peut être négligé. 

 

La démarche présentée par Guilbault (2000), qui s’appuie sur la formulation de Cerruti, part 

de l’expression du déplacement normal en surface d’un solide semi-infini produit par une force 

tangentielle Q୶ concentrée selon la direction x : 

 

௭(ܳ௫)ݓ  = ܳ௫ ∗ 1 − 2 ∗ 4ߥ ∗ ߨ ∗ ܩ ∗  (2.24) ݎ

 

Où G est le module de cisaillement, ν le coefficient de Poisson et r la distance entre le point 

d’application de la force et le point où le déplacement est mesuré. L’intégration de cette 

expression sur une région rectangulaire 2a×2b conduit à la fonction d’influence tangentielle u୶౟౦,ౡౠ associée au déplacement selon ⃗ݖ lié à une traction orientée selon xሬ⃗  (Guilbault, 2000). 
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௫௜௣,௞௝ݑ  =  −0.5ቆ−ܻ ∗ ݔ))݃݋݈ − ܺ)ଶ + ݕ) − ܻ)ଶ + ݖ) − ܼ)ଶ)
+ 2ඥ(ݔ − ܺ)ଶ + ݖ) − ܼ)ଶ∗ ݊ܽݐܿݎܽ ቆ ݕ) − ܻ)ඥ(ݔ − ܺ)ଶ + ݖ) − ܼ)ଶቇ                                   
+ ݕ ∗ ݔ))݈݊ − ܺ)ଶ + ݕ) − ܻ)ଶ + ݖ) − ܼ)ଶ) − 2 ∗  ቇݕ

(2.25) 

 

Une seconde fonction d’influence tangentielle u୷୧୮,୩୨ est construite de façon analogue pour la 

traction orientée selon y, afin de prendre en compte l’ensemble des efforts tangentiels présents 

sur la surface. Le déplacement normal total au point (i, p) est alors obtenu en cumulant les 

contributions normales et tangentielles : 

 

௜௣ݓ  = ෍෍ቀ ௞ܲ௝ ∗ ௜݂௣,௞௝ + ܳ௫ೖೕ ∗ ௫௜௣,௞௝ݑ + ܳ௬ೖೕ ∗ ௬௜௣,௞௝ቁ௠ݑ
௝

௡
௞  

(2.26) 

 

Avec μ le coefficient de frottement considéré constant sur l’ensemble de la surface et β୩୨ 
l’angle présent entre l’axe xሬ⃗  et la direction du glissement de la cellule (k, j). Un glissement 

total est supposé dans l’ensemble de la zone de contact, ce qui revient à négliger toute zone 

d’adhérence. 

 

Pour chaque centre de cellule, le déplacement relatif entre les surfaces est évalué entre deux 

pas de calcul successifs, séparément côté arbre et côté moyeu. La direction du glissement β 

fixe l’orientation locale de la traction tangentielle et permet d’en projeter l’amplitude selon les 

vecteurs xሬ⃗  et yሬ⃗  liés à chacune des fonctions d’influence. La norme intervient pour sa part dans 

le calcul de l’usure développé au CHAPITRE 4. 

 

L’équation suivante définit le lien entre l’effort normal et les efforts tangentiels : 
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൝ܳ௫ೖೕ = ߤ ∗ ௞ܲ௝ ∗ cos൫ߚ௞௝൯ܳ௬ೖೕ = ߤ ∗ ௞ܲ௝ ∗ sin൫ߚ௞௝൯ (2.27)

Les corrections d’effets de bord ne sont pas réappliquées au niveau de la fonction d’influence 

tangentielle. Cette dernière prend en entrée le champ de pression normale, qui a déjà été corrigé 

lors de son calcul via la fonction d’influence normale fሚ.
La Figure 2.26 présente la validation de la fonction d’influence tangentielle. Le déplacement 

normal d’un solide semi-infini soumis à deux bandes de traction tangentielle uniforme 

d’orientations opposées est calculé analytiquement à l’aide de la fonction u୶౟౦,ౡౠ et comparé 

aux résultats d’une simulation par éléments finis réalisée avec Ansys. L’accord entre les deux 

résultats confirme la validité de la fonction d’influence tangentielle implémentée dans 

l’algorithme.

Figure 2.26 Validation des efforts tangentiels par éléments finis

L’algorithme prend ainsi en compte le couplage entre frottement et déplacement normal, et 

dispose des grandeurs cinématiques (norme et direction du glissement) nécessaires à la 

modélisation ultérieure de l’usure.
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2.5 Conclusion 

Ce chapitre a présenté le développement d’un algorithme de modélisation du contact dans les 

cannelures désalignées, fondé sur la théorie de Boussinesq et s’inspirant de l’approche 

numérique de Hartnett (1980). Plusieurs adaptations ont été apportées pour répondre aux 

spécificités de cette liaison : la prise en compte du caractère conforme du contact, la génération 

de la géométrie des dents selon la norme ISO 4156, l’introduction du désalignement angulaire 

et axial entre l’arbre et le moyeu, la correction des effets de bord par la méthode des miroirs 

ainsi que l’intégration des efforts tangentiels de frottement par les fonctions d’influence de 

Cerruti. L’algorithme résultant permet de calculer les champs de pression et de déplacement 

sur l’ensemble des dents en contact pour un couple transmis donné. 

 

La modélisation du contact développée dans ce chapitre constitue le noyau du modèle global 

de la liaison cannelée. Pour représenter fidèlement son comportement, il est nécessaire d’y 

intégrer les déformations structurelles. Le chapitre suivant présente à cet effet la modélisation 

de la déformation des dents ainsi que de la torsion de l’arbre et de la jante du moyeu. 

 



 

CHAPITRE 3 
 
 

Modélisation des déformations structurales 

L’algorithme développé au CHAPITRE 2 calcule la distribution des pressions de contact entre 

les flancs des dents en supposant que les dents, l’arbre et le moyeu se comportent comme des 

solides rigides en dehors de la zone de contact surfacique. Or, sous l’effet des pressions 

transmises, chaque dent se déforme par flexion, torsion, cisaillement et compression, modifiant 

localement la géométrie de sa surface et donc les jeux entre dents en contact. À l’échelle 

globale, le couple transmis tord l’arbre et le moyeu sur leur longueur induisant un déplacement 

tangentiel qui redistribue les jeux sur l’ensemble de la longueur d’engrènement. Ces deux 

contributions doivent donc être intégrées à l’algorithme. 

 

La modélisation de la déformation des dents constitue le premier défi abordé dans ce chapitre. 

La géométrie complexe d’une dent de cannelure rend difficile l’établissement d’une 

formulation analytique liée à la RDM. De plus, il faudrait que celle-ci soit valable pour 

l’ensemble des géométries de la norme ISO 4156. Dans sa thèse, Hong (2015) utilise la 

méthode des plaques épaisses qui permet d’obtenir les déplacements via des équations. Cette 

méthode-là implique d’assimiler la dent à une plaque conique et de devoir calculer la 

translation et la rotation de la base de la dent de manière séparée. Une base de données de 

simulations éléments finis est donc construite pour couvrir l’espace des paramètres 

géométriques industriels pertinents. Ensuite, des réseaux de neurones sont entraînés sur cette 

base de données afin de prédire les déplacements liés à des efforts unitaires. La modélisation 

de la torsion de l’arbre et du moyeu constitue le second défi, la section cannelée ne se prête 

pas à l’application directe de la formule analytique de torsion d’un cylindre. Un rayon de 

cylindre équivalent est alors déterminé sur des simulations éléments finis. Ce modèle s’intègre 

à l’algorithme selon la même stratégie itérative que celle adoptée pour les déformations de 

dents. 
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3.1 Modélisation de la déformation des dents 

La flexion, la torsion, le cisaillement et la compression des dents modifient la géométrie des 

surfaces en contact à l’échelle de la dent entière et créent un couplage supplémentaire avec la 

distribution de pression qu’il est nécessaire d’intégrer dans le modèle. La difficulté réside dans 

la complexité géométrique des dents. La section transversale d’une dent de cannelure qui varie 

avec le module, est formée d’un flanc en développante de cercle, d’une trochoïde en pied et 

d’un arc de cercle en tête qui relie les deux flancs. La déformée qui en résulte sous un 

chargement de contact quelconque ne se prête pas à une expression analytique. Pour le moyeu, 

l’épaisseur de jante constitue un paramètre supplémentaire qui gouverne la rigidité de la 

couronne et dont l’influence sur la déformée des dents s’ajoute à celle des paramètres 

géométriques précédents. 

 

Une approche par éléments finis permettrait de calculer cette déformée avec précision pour 

n’importe quelle géométrie donnée. Cependant, l’intégrer directement dans l’algorithme de 

contact itératif représente un coût de calcul prohibitif : une évaluation de la déformée est 

requise à chaque itération, pour un grand nombre de configurations de chargement différents. 

Par ailleurs, chaque nouvelle géométrie de cannelure exigerait de relancer de nouvelles 

simulations. 

 

La déformée des dents est donc prédite par un ensemble de réseaux de neurones entraîné sur 

une large base de données de simulations éléments finis, ce qui permet d’obtenir une prédiction 

quasi-instantanée pour toute géométrie et tout chargement compris dans l’espace 

d’entraînement. 

 

Cette approche soulève deux défis principaux, définir un plan d’expérience qui couvre 

l’ensemble des géométries de cannelures normalisées tout en maintenant le nombre de 

simulations à un niveau réalisable. Il est aussi nécessaire d’isoler la déformation de la dent afin 

de ne pas prendre en compte la torsion de l’arbre ou du moyeu. 

 



63 

Dans sa thèse, Hong (2015) néglige complètement l’effet d’une dent sur ses dents voisines, or 

le choix fait pour l’algorithme est de considérer l’effet d’une dent sur la dent qui la précède et 

qui la suit. Ceci implique donc que le réseau de neurones puisse rendre compte de la 

déformation de la dent chargée ainsi que de ses deux voisines les plus proches. 

 

3.1.1 Constitution d'une base de données éléments finis 

La modélisation du comportement d’une dent de cannelure requiert une connaissance précise 

de son champ de déplacement en fonction de la géométrie, de la position de l’effort appliqué 

et du point de mesure. La construction d’une base de données par simulation éléments finis 

permet de couvrir l’ensemble des configurations géométriques nécessaires : elle associe à 

chaque combinaison de paramètres géométriques et de conditions de chargement les 

déplacements correspondants, qui seront ensuite utilisés pour entraîner les réseaux de 

neurones. Cette section présente d’abord comment les paramètres ont été définis pour 

représenter l’ensemble des géométries de cannelures industrielles pertinentes, puis comment 

la géométrie simulée a été simplifiée afin de rendre le volume de calcul nécessaire réalisable, 

et enfin l’exécution des simulations à grande échelle sur des serveurs de calcul haute 

performance. 

 

3.1.1.1 Choix des paramètres et plan d'expérience 

La déformée d’une dent de cannelure sous charge dépend de sa géométrie, de la position de 

l’effort appliqué et de la position du point de mesure. La géométrie d’une dent ISO 4156 repose 

sur trois paramètres indépendants : le module m, le nombre de dents z et la longueur de 

cannelure L. Le rayon primitif R = m ∗ ୸ଶ découle directement de m et z et ne constitue pas un 

paramètre supplémentaire. 

 

Plusieurs paramètres restent fixés dans l’ensemble des simulations. L’angle de pression est 

défini à 30° conformément aux cannelures les plus répandues de la norme ISO 4156. Le 

coefficient de Poisson vaut ν = 0.3. Le déport de denture t reste nul sur l’ensemble des 
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simulations. En régime d’élasticité linéaire, le déplacement d’un point de la dent est 

proportionnel à l’effort appliqué F et inversement proportionnel au module de Young E ; les 

déplacements stockés dans la base de données sont donc normalisés par le rapport F/E, ce qui 

permet de prédire les déplacements pour tout matériau élastique isotrope et toute intensité de 

chargement à condition de rester dans le domaine élastique du matériau. 

 

La Figure 3.1 illustre les rayons caractéristiques du profil d’une dent : le rayon de pied de dent R୮୧ୣୢ = m ∗ ቀ୸ଶ − 0.75ቁ et le rayon de tête R୲ê୲ୣ = m ∗ ቀ୸ଶ + 0.5ቁ. Le rayon R୲୰୭ୡ୦ିୢé୴ définit 

la frontière entre la développante de cercle et la trochoïde. 

 

Le paramètre ρ୊ compris entre 0 et 1 définit le pourcentage de la hauteur de dent auquel est 

appliquée la force, il vaut donc 0 à R୲୰୭ୡ୦ିୢୣ୴ et 1 au rayon de tête. Le paramètre ρୈ est défini 

de façon analogue pour le point de mesure du déplacement sur la développante de cercle. D’une 

manière générale, l’équation suivante définit la valeur ρ associée à un point de rayon r : 

 

ி ௢௨ ஽ߩ  = ி ௢௨ ஽ݎ − ܴ௧௥௢௖௛ିௗé௩ܴ௧ê௧௘ − ܴ௧௥௢௖௛ିௗé௩  (3.1) 

 

Un point de mesure supplémentaire ρୈ౪౨౥ౙ౞  est défini à mi-rayon de la trochoïde afin de rendre 

compte du déplacement dans cette zone. En effet, il peut être utile dans certains cas de connaitre 

la déformation de la trochoïde. 

 

Les positions du point d’application de l’effort et du point de mesure du déplacement se 

définissent tous deux par deux coordonnées, la hauteur sur la dent ρ୊ ୭୳ ୈ définie 

précédemment, ainsi que par la position axiale λ୊ ୭୳ ୈ selon l’axe z, normalisée par la longueur 

de la cannelure L : 

 

ி ௢௨ ஽ߣ  =  (3.2) ܮܼ
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Ces deux normalisations rendent les coordonnées sans dimension et indépendantes de la taille 

de la dent, ce qui permet de mesurer le champ de déplacement de toutes les dents de la même 

manière.

Comme le montre la Figure 3.1, les efforts sont appliqués sur un flanc de la dent et les 

déplacements sont mesurés sur le flanc opposé. Ceci permet de ne mesurer que les 

déplacements liés à la flexion, à la torsion, au cisaillement et à la compression de la dent et de 

ne pas prendre en compte les déplacements surfaciques liés au contact.

Figure 3.1 Définition des rayons

Les déplacements se mesurent en 30 points par dent (5 positions axiales × 6 positions radiales : 

5 sur la développante de cercle et une à mi-rayon de la trochoïde) sur 3 dents, présentés sur la 

Figure 3.3, (la dent chargée ainsi que la précédente et la suivante), soit 90 points de mesure par 

simulation.
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Figure 3.2 Paramétrage du point d'application d’une force selon l’axe x 

 

 

Figure 3.3 Définition des points de mesure de déplacement 

 

Chaque paramètre prend 5 valeurs, ce qui produit un espace de géométries suffisamment dense 

tout en maintenant un nombre de simulations réalisable, ces valeurs sont présentées dans le 

Tableau 3.1. 
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Tableau 3.1 Valeurs prises par les paramètres 

Paramètre Valeur 1 Valeur 2 Valeur 3 Valeur 4 Valeur 5 

m 0.5 1.875 3.25 4.625 6 

z 6 30 54 72 102 ߩி ௢௨ ஽ 0.05 0.275 0.5 0.725 0.95 ߣி ௢௨ ஽ 0.05 0.275 0.5 0.725 0.95 

 

La longueur de cannelure varie quant à elle selon cinq valeurs réparties uniformément entre 4 ∗ m et 3 ∗ m ∗ z pour chaque combinaison (m, z). Pour les simulations sur les moyeux, 

l’épaisseur de jante est à rajouter comme nouveau paramètre, celle-ci prend trois valeurs : 3, 

4.5 et 6 fois le module, afin de couvrir la plage des configurations rencontrées en pratique. 

 

À chaque combinaison de paramètres, deux simulations distinctes sont réalisées, l’une avec un 

effort selon x et la seconde avec un effort selon y, afin de dissocier les deux composantes de 

déformation de la dent. Cela porte à 50 le nombre de chargements distincts à appliquer par 

géométrie et à 6 250 le nombre total de simulations pour l’arbre et 18 750 pour le moyeu.  

 

Lors des simulations, les déplacements ont été mesurés selon les trois axes (x, y et z) propres 

à chaque dent tels que définis dans la Figure 3.4, la dent centrale étant associée au repère global. 

Toutefois, pour le modèle développé, seul le déplacement selon l’axe x est utilisé. L’hypothèse 

selon laquelle les déplacements selon les axes y et z sont négligeables a été faite. 

 

Les déplacements pour une force unitaire (D ୶୶ et D୶୷) mesurés pour chaque composante de 

force (ܨ ୶ selon x et ܨ୷ selon y du repère global) sont mesurés selon l’axe x du repère associé à 

la dent où le déplacement est mesuré. Les déplacements selon les axes y et z sont relevés mais 

ne sont pas pris en compte dans les calculs, ceux-ci sont négligés du fait qu’ils soient à minima 

10 fois inférieurs aux déplacements selon l’axe x. Le déplacement total selon l’axe x induit par 

une force normale à la surface peut alors par la suite être reconstruit. La force normale 

appliquée est décomposée selon les axes x et y du repère de la dent en fonction de l’angle local 

du profil et le déplacement selon l’axe x est obtenu selon la relation ci-dessous : 
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ܦ = ୶Dܨ ୶୶ + ୷Dܨ ୶୷ (3.3)

Avec D୶୶ et D୶୷ qui sont les déplacements pour une force unitaire, en mm/N.

Figure 3.4 Repères utilisés pour relever les déplacements

Figure 3.5 Décomposition de la force normale

Le choix de cinq valeurs par paramètre repose sur la nature des dépendances mises en jeu. La 

théorie des poutres montre que la flèche et la torsion d’une dent varient avec ses dimensions 

selon des lois polynomiales d’ordre deux à trois ; cinq points de simulation permettent donc de 

reconstruire ces dépendances tout en conservant un à deux degrés de liberté pour vérifier la 
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qualité de l’ajustement. Cette densité d’échantillonnage représente par ailleurs la limite 

admissible au regard du coût de calcul, le nombre total de simulations s’élevant déjà à 25 000. 

Pour la même raison, le paramètre d’épaisseur de jante a été restreint à trois valeurs : son 

influence sur la déformée de la dent étant secondaire devant celle du module et du nombre de 

dents, un échantillonnage plus grossier a été jugé suffisant. 

 

L’ensemble des plages utilisées pour les différents paramètres a été choisi selon les dimensions 

les plus courantes dans l’industrie ainsi que selon les besoins du CETIM vis-à-vis de leurs 

clients. 

 

3.1.1.2 Modèle géométrique réduit 

Simuler l’arbre cannelé dans sa totalité imposerait un maillage très dense sur un volume 

important, ce qui rendrait le temps de calcul incompatible avec le nombre de simulations à 

réaliser. La géométrie est donc réduite à un secteur angulaire de cinq dents consécutives : une 

dent centrale sur laquelle l’effort est appliqué, une dent de chaque côté afin de mesurer les 

déplacements sur les dents voisines et une dent à chaque extrémité pour protéger les trois dents 

centrales d’éventuels effets de bord parasites. La Figure 3.6 présente les géométries retenues, 

le découpage du volume en sections permet d’obtenir un maillage adapté et progressif (fin au 

niveau des dents et grossier vers l’intérieur du cylindre, détaillé par la suite). 
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Figure 3.6 Géométries retenues 

 

Pour les arbres, le volume à mailler est réduit davantage en supprimant le cœur du cylindre et 

en ne conservant qu’une jante d’épaisseur 14 fois le module. 

 

Comme le montre la Figure 3.7, les simulations ont été réalisées en plaçant un encastrement 

comme condition frontière à l’intérieur de la jante de l’arbre (surface C sur la figure). Afin de 

bloquer la torsion de l’arbre qui ne doit pas être mesurée ici, des appuis plans sont placés sur 

les faces droite et gauche de la portion d’arbre (surfaces A et B sur la figure). Afin de pouvoir 

simuler le plus grand nombre de conditions limites aux extrémités des cannelures (gorges, 

entailles de taillage, …), les faces avant et arrière des cannelures sont laissées libres. Pour les 
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moyeux, les conditions aux frontières sont les mêmes, la surface extérieure de la jante est 

laissée libre. 

 

 

Figure 3.7 Conditions limites appliquées aux simulations 

 

La Figure 3.8 montre l’évolution des déplacements obtenus avec différentes épaisseurs de jante 

ainsi qu’avec la jante pleine lorsqu’une force de 10 N est appliquée selon l’axe x. La Figure 

3.9 montre que l’erreur est inférieure à 0,44 % en utilisant une jante de 14 ∗ m, jugée 

négligeable, c’est donc cette géométrie qui a été retenue. 
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Figure 3.8 Effet de l’épaisseur de jante sur l’arbre 

 

 

Figure 3.9 Erreur insérée par la jante sur l’arbre 

 



73 

Pour les cannelures à z = 6 dents, le secteur angulaire de cinq dents représente une fraction 

importante du tour complet comme le montre la Figure 3.10, ce qui modifie la géométrie du 

secteur par rapport aux cannelures à plus grand nombre de dents. De plus, l’arbre est conservé 

dans sa totalité puisque son rayon est inférieur à 14 fois le module, ainsi la réduction en jante 

n’est pas applicable. Cinq dents sont néanmoins simulées dans tous les cas. 

 

  

Figure 3.10 Cas particulier des géométries à 6 dents 

 

3.1.1.3 Mise en œuvre des simulations 

Les simulations sont réalisées avec le logiciel Ansys Mechanical, en utilisant le module 

MAPDL (Mechanical Ansys Parametric Design Language) piloté par scripts ainsi que 

l’interface graphique Workbench. Les géométries et le maillage sont générés sur Workbench 

puis le fichier de simulation MAPDL est extrait. Une fois les différentes géométries réalisées, 

cette approche permet d’automatiser entièrement l’application des chargements et l’extraction 

des résultats. 

 

Les serveurs de l’Alliance de recherche numérique du Canada (Calcul Québec) permettent de 

réaliser l’ensemble des simulations. Cela permet de lancer jusqu’à cinquante simulations en 

parallèle, cette limite étant imposée par le nombre de licences Ansys disponibles, et de disposer 

d’une mémoire vive pouvant atteindre 700 Go pour les simulations les plus exigeantes. Une 
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comparaison préalable entre les résultats obtenus en local et sur les serveurs distants a confirmé 

la concordance des solutions.

Avant de lancer l’ensemble du plan d’expérience, une étude de convergence du maillage a été 

conduite afin d’optimiser le raffinement de celui-ci. Des éléments hexaèdres quadratiques 

constituent le maillage, avec un minimum de 4 éléments sur la hauteur de chaque tranche de 

couleur de la dent, excepté pour la tranche supérieure qui ne possède qu’un seul élément sur 

sa hauteur. Pour le maillage de l’arbre, à chaque changement de section, la taille des éléments 

est multipliée par deux. Les maillages utilisés pour les géométries simulées possèdent ainsi 

entre un et huit millions d’éléments. La Figure 3.11 illustre le maillage retenu à la suite de 

celle-ci :

Figure 3.11 Maillage de la géométrie

3.1.2 Réseau de neurones de substitution

Le problème à résoudre est une régression non linéaire : pour chaque effort normal à la surface, 

appliqué en position (ρ୊, λ୊) sur une dent de géométrie (m, z, L), le modèle doit prédire le 
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déplacement selon l’axe x de la dent en un point de mesure en position (ρୈ, λୈ) pour les trois 

dents concernées. La relation entre ces sept paramètres pour l’arbre, et huit pour le moyeu, et 

les déplacements résulte de la géométrie tridimensionnelle complète de la dent. La complexité 

qui en résulte rend difficile l’établissement d’une formulation analytique valable pour 

l’ensemble des géométries couvertes. 

 

Un réseau de neurones constitue un approximateur universel de fonctions continues, ce qui le 

rend adapté à ce type de problème. De plus, une fois entraîné, son évaluation se réduit à une 

succession de produits matrice-vecteur dont le temps de calcul est infime, ce qui représente un 

avantage majeur lors de son intégration dans l’algorithme de contact itératif. 

 

Comme décrit précédemment, les déplacements sont mesurés sur trois dents : la dent centrale 

sur laquelle l’effort est appliqué, ainsi que les deux dents voisines. Le comportement de 

chacune de ces trois dents étant différent, deux réseaux distincts sont entraînés pour chaque 

dent, un pour modéliser le déplacement lié à l’effort F୶ et un second pour F୷. Le même principe 

s’applique au moyeu, pour lequel six réseaux supplémentaires sont entraînés. Au total, douze 

réseaux de neurones permettront de produire les déplacements de six dents. 

 

Un réseau de type perceptron multicouche, implémenté avec la bibliothèque Keras 

(TensorFlow), est retenu pour chacun. La Figure 3.12 présente l’architecture retenue : sept 

entrées normalisées (m, z, L, ρ୊, λ୊, ρୈ, λୈ) alimentent deux couches cachées successives de 2 

817 neurones chacune avant d’aboutir à la sortie ܦ qui correspond au déplacement tangentiel 

du point ( ρୈ, λୈ) mesuré selon l’axe x sur le repère propre à la dent comme le montre la Figure 

3.4 (la dent centrale étant verticale est mesurée selon le repère global). Pour les réseaux du 

moyeu, comme vu à la section 3.1.1.1, une huitième entrée s’ajoute : l’épaisseur de jante j qui 

doit donc être fournie en entrée du réseau de neurones. Les neurones des couches cachées 

utilisent une fonction d’activation : Rectified Linear Unit (ReLU) ; tandis que la couche de 

sortie est linéaire. Cette architecture est identique pour les douze réseaux hormis l’entrée du 

réseau de neurones qui passe de 7 à 8 pour le moyeu. 
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Figure 3.12 Architecture du réseau de neurones

L’architecture retenue résulte d’une optimisation bayésienne conduite via la bibliothèque 

Optuna. L’espace de recherche couvre le nombre de couches cachées (1 à 10), le nombre de 

neurones par couche (50 à 10 000), la patience de l’arrêt précoce (10 à 200 itérations) et la 

taille de lot (10 à 1 000). L’optimiseur Adam minimise l’erreur quadratique moyenne. Les 

serveurs de Calcul Québec ont permis de réaliser cette optimisation particulièrement longue et 

coûteuse en calcul.

L’ensemble des entrées et sorties est normalisé dans [0, 1] préalablement à l’entraînement 

comme le montre l’équation suivante :
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 Ω௡௢௥௠௔௟௜௦é = Ω − Ω௠௜௡Ω௠௔௫ − Ω௠௜௡ (3.4) 

 

Les douze réseaux sont entraînés sur l’ensemble des simulations réalisées. Les données sont 

réparties à 60 % pour l’entraînement, 20 % pour la validation et 20 % pour le test. Les 

performances obtenues sur le jeu de test s’échelonnent, selon le réseau considéré, entre ܴଶ =0,9734 et ܴଶ = 0,9839, ce qui témoigne d’une bonne capacité de généralisation pour 

l’ensemble des configurations simulées. Une analyse plus poussée de la précision des réseaux 

de neurones est proposée en ANNEXE I. 

 

3.1.3 Intégration des déformations de dent à l'algorithme 

De façon analogue à la fonction d’influence de contact définie au CHAPITRE 2, une fonction 

d’influence de déformation de dent t_dent୧୮,୩୨ est introduite : elle représente le déplacement 

selon l’axe x au point ( ρୈ, λୈ) de la surface produit par une pression unitaire appliquée en ( ρ୊, λ୊, ), via la flexion, la torsion le cisaillement et la compression de la dent. Cette matrice 

est de dimensions (n × m × n × m), identique en structure à la matrice d’influence de contact. 

 

Les réseaux de neurones sont appelés une seule fois, en début de calcul, pour construire cette 

matrice. La géométrie de la dent n’évoluant pas au cours des itérations, il n’est pas nécessaire 

de la recalculer. Pour une pression appliquée sur une cellule d’une dent, le réseau de cette dent-

ci, considérée comme la dent centrale, fournit le déplacement en chacune de ses cellules. Les 

réseaux des dents voisines fournissent les déplacements induits par les deux dents adjacentes. 

 

La matrice t_dent୧୮,୩୨ n’étant pas symétrique définie positive, elle ne peut être incorporée 

directement dans la résolution par Gauss-Seidel, qui requiert cette propriété pour garantir la 

convergence. La stratégie adoptée consiste à résoudre l’algorithme de contact sans la 

contribution des déformations de dents, à calculer les déplacements induits par t_dent୧୮,୩୨  à 

partir du champ de pression obtenu, puis à mettre à jour la surface de contact en conséquence. 
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Cette procédure est répétée jusqu’à convergence de la surface, s’intégrant naturellement dans 

la boucle de recalcul déjà présente dans l’algorithme, comme l’illustre la Figure 3.13. 
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Figure 3.13 Insertion de la déformation des dents dans l’algorithme
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3.2 Modélisation de l’arbre et de la jante 

L’algorithme de contact présenté jusqu’ici intègre les déplacements surfaciques liés au contact 

ainsi que les déplacements induits par la déformation des dents. Cependant, il suppose 

implicitement que l’arbre et le moyeu restent globalement indéformables. Or, sous l’effet du 

couple transmis, l’arbre et le moyeu sont soumis à de la torsion, modifiant la distribution des 

jeux sur la longueur d’engrènement et donc la répartition des pressions de contact. Ces effets 

structuraux doivent donc être intégrés à l’algorithme pour reproduire fidèlement le 

comportement réel de l’assemblage. 

 

Pour un cylindre plein de rayon R, de module de cisaillement G, soumis à un effort unitaire en 

un point situé au rayon R୩୨ et à la position longitudinale y୩୨, le déplacement tangentiel 

(t_torsion୧୮,୩୨) induit en un point situé au rayon R୧୮ et à la position y୧୮ s’écrit : 

 

௜௣,௞௝݊݋݅ݏݎ݋ݐ_ݐ   = 32 ∗ ܴ௜௣ ∗ ܴ௞௝ ∗ ݉݅݊൫ݕ௜௣,ݕ௞௝൯ܩ ∗ ߨ ∗ (2 ∗ ܴ)ସ   (3.5) 

 

La Figure 3.14 représente les coordonnées utilisées sur un cylindre. 
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Figure 3.14 Coordonnées utilisées pour la fonction d'influence de torsion

La section transversale d’un arbre cannelé ne correspond pas à celle d’un cylindre plein et la 

formule analytique précédente ne s’applique pas directement. La stratégie adoptée consiste à 

définir un rayon équivalent Rୣ୯ିୟ, comme illustré sur la Figure 3.15, tel que le cylindre plein 

associé présente la même rigidité en torsion que l’arbre cannelé. 

Figure 3.15 Définition du cylindre équivalent
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Une étude a donc été menée afin de déterminer la valeur de ce rayon équivalent. Pour un 

ensemble de configurations de cannelures couvrant la plage de paramètres étudiée, la 

résolution de la formule de torsion à rebours permet d’obtenir le rayon Rୣ୯ିୟ : le déplacement 

tangentiel calculé par simulation par éléments finis est injecté dans la formule analytique afin 

d’en extraire le rayon du cylindre équivalent correspondant. L’application d’une régression sur 

l’ensemble de ces valeurs permet d’établir la formule empirique suivante avec ܴ ଶ = 0.99990 : 

 

 ܴ௘௤ି௔(݉, (ݖ = 0,4938 ∗ (݉ ∗ (ݖ − 0,284 ∗ ݉ + 0,0026 ∗ ݖ − 0,1150 (3.6) 

 

Le même principe s’applique au moyeu, dont la section correspond à un tube de rayon extérieur R୨ et de rayon intérieur équivalent Rୣ୯ି୫ (Figure 3.16). La formule de torsion d’un tube creux 

est utilisée en lieu et place de celle du cylindre plein. L’épaisseur de jante introduit un 

paramètre supplémentaire dans la formule empirique, le rayon extérieur R୨, ce qui donne pour 

la nouvelle équation ܴଶ = 99659 : 

 

 ܴ௘௤ି௠൫݉, ,ݖ ௝ܴ൯ = 0.8616 ∗ ௝ܴ − 0.001 ∗ (݉ ∗ 0.2131−(ݖ ∗ ݉ + 0.032 ∗ ݖ − 1.9619  
(3.7) 
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Figure 3.16 Définition de la jante équivalente

Afin de justifier le recours à ces formules empiriques, une étude comparative a été menée en 

remplaçant le rayon équivalent par le rayon primitif R୮ puis par le rayon moyen R୫ défini 

dans l’équation suivante :

ܴ௠ = ܴ௧ê௧௘ ௗ௘ ௗ௘௡௧ − ܴ௖௥௘௨௫ ௗ௘ ௗ௘௡௧2 (3.8)

Le Tableau 3.2 et le Tableau 3.3 présentent respectivement les écarts observés sur la fonction 

d’influence et sur le déplacement. Ces résultats correspondent à la géométrie la plus sensible 

au choix du rayon vis-à-vis de l’arbre : m = 6, z = 6, L = 108 mm, avec une épaisseur de 

jante de 3 ∗ m. Les résultats obtenus avec les simulations éléments finis sur Ansys étant pris 

pour références. Le Tableau 3.2 présente donc les écarts moyens présents sur la fonction 

d’influence si celle-ci est calculée avec le rayon équivalent, primitif ou moyen par rapport aux 

valeurs obtenues avec les éléments finis. L’écart E est donc calculé de la manière suivante :

ܧ = 1(݊ ∗ ݉)ଶ ෍ ቆݐ௧௢௥௦௜௢௡೔೛,ೖೕ ೌ೙ೞ೤ೞ − ௧௢௥௦௜௢௡೔೛,ೖೕݐ ೃ೐೜,ೃ೛ ೚ೠ ೃ೘ݐ௧௢௥௦௜௢௡೔೛,ೖೕ ೃೌ೙ೞ೤ೞ ቇ ∗ 100௜,௣,௞,௝
(3.9)
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Tableau 3.2 Impact du rayon sur la fonction d’influence 

 Arbre Moyeu ܴ௘௤ 1,52% 3,2% ܴ௣ 18,73 % 28.36 % ܴ௠ 12.24 % 26,89 % 

 

De la même manière, le Tableau 3.3 présente les écarts obtenus après résolution de la 

simulation avec la géométrie présentée ci-dessus pour laquelle aucun désalignement n’est 

appliqué sur l’arbre et le moyeu. Le tableau présente donc un résumé de la comparaison des 

écarts obtenus en utilisant le rayon équivalent, primitif et moyen par rapport aux résultats 

obtenus avec le rayon des éléments finis. L’écart moyen présent entre toutes les cellules du 

maillage est calculé également selon l’équation (3.9) tandis que l’équation suivante définit 

l’écart maximal obtenu sur une cellule : 

 

ܧ  = maxቌቆݐ௧௢௥௦௜௢௡೔೛,ೖೕ ೃೌ೙ೞ೤ೞ − ௧௢௥௦௜௢௡೔೛,ೖೕ ೃೌ೙ೞ೤ೞݐ௧௢௥௦௜௢௡೔೛,ೖೕ ೃ೐೜,ೃ೛ ೚ೠ ೃ೘ݐ ቇ ∗ 100ቍ 
(3.10) 

 

Tableau 3.3 Impact du rayon sur le déplacement 

 Arbre Moyeu 

 Moyenne Maximum Moyenne Maximum 

Req 8,32 % 8,79 % 0,07 % 0,12 % ܴ௣ 52,51 % 53,02 % 0,39 %  0,57 % ܴ௠ 39,89 % 40,24 % 1,65 % 2,26 % 

 

Les écarts sont nettement plus importants côté arbre que côté moyeu puisque la géométrie a 

été choisie de telle sorte que la variation du rayon impacte principalement l’arbre. De plus, la 

rigidité en torsion de l’arbre est plus faible que celle du moyeu, ceci le rend donc plus sensible 

au choix du rayon. 
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Ces écarts sont donc trop importants pour assimiler le rayon primitif ou le rayon moyen au 

rayon équivalent de torsion. L’algorithme conserve donc les formules empiriques établies plus 

haut qui permettent de définir le rayon équivalent. Une analyse plus poussée de la précision de 

ces équations est proposée en ANNEXE II. 

 

Une fois ces rayons équivalents validés, la matrice d’influence de torsion t_torsion୧୮,୩୨ qui en 

découle, calculée analytiquement, est construite une seule fois en début de calcul puisqu’elle 

ne dépend que des rayons des cellules (fixés) et non des déplacements tangentiels induits par 

le champ de pression. 

 

Comme discuté à la section 3.1.3 pour la déformation des dents, l’ajout de cette contribution 

possède également une matrice d’influence totale non symétrique définie positive, ce qui 

invalide la résolution directe par Gauss-Seidel. La même stratégie est donc appliquée : 

l’algorithme de contact est résolu sans la contribution de la torsion, les déplacements induits 

sont calculés a posteriori à partir du champ de pression obtenu, la surface de contact est mise 

à jour, et l’ensemble est répété jusqu’à convergence dans la boucle de calcul déjà présente dans 

l’algorithme. 

 

L’ajout des contributions de déformation des dents et de torsion globale produit à chaque 

itération des incréments de déplacement importants ; ces incréments, non amortis, peuvent 

provoquer une oscillation autour de la solution voire une divergence. Une sous-relaxation est 

donc appliquée sur le déplacement obtenu : à chaque itération, seuls 5 % des nouveaux 

déplacements sont conservés, les 95 % restants proviennent de l’itération précédente, comme 

le montre l’équation suivante : 

 

௜௧éାଵݓ  = ௜௧éାଵݓ ∗ ݇௥௘௟௔௫ + ௜௧éݓ ∗ (1 − ݇௥௘௟௔௫) (3.11) 
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3.3 Conclusion 

Ce chapitre a présenté la modélisation des contributions structurales qui s’ajoutent aux 

déplacements surfaciques de contact calculés au CHAPITRE 2. La déformation des dents sous 

charge a été caractérisée par une approche combinant simulation éléments finis et 

apprentissage automatique. La création d’une base de données de 25 000 simulations Ansys 

couvrant l’espace des géométries de cannelures normalisées et l’entraînement d’un ensemble 

de douze réseaux de neurones sur celle-ci permettent de prédire les déplacements induits par 

flexion, torsion, cisaillement et compression des dents en tout point de la surface. Ces 

prédictions sont intégrées à l’algorithme de contact sous la forme d’une matrice d’influence de 

déformation incorporée par une procédure itérative adaptée aux propriétés de cette matrice. La 

torsion de l’arbre et du moyeu a quant à elle été modélisée par un rayon équivalent déterminé 

par inversion sur des simulations éléments finis, permettant d’appliquer une formule analytique 

empirique de torsion malgré la section non-cylindrique des cannelures. L’algorithme intègre 

la matrice d’influence associée selon la même stratégie itérative. 

 

L’ensemble de ces contributions, combinées à l’algorithme de contact du CHAPITRE 2, 

constitue un modèle complet de la liaison cannelée désalignée capable de prédire les champs 

de pression et de déplacement en tenant compte des déformations à toutes les échelles de 

l’assemblage. Le chapitre suivant présente l’étude de l’usure des cannelures à partir des 

résultats de l’algorithme réalisé. 

 



 

CHAPITRE 4 
 
 

Intégration de l'usure par fretting 

L’algorithme développé dans les chapitres précédents fournit, pour une géométrie et un couple 

donné, les champs de pression de contact et d’amplitude de glissement en tout point des flancs 

engagés de l’arbre et du moyeu. Ces deux grandeurs sont précisément les variables mécaniques 

qui pilotent la dégradation des surfaces par usure (Archard, 1953). Le modèle développé est 

donc directement exploitable pour identifier les zones de la dent les plus exposées à l’usure 

sous un chargement donné. 

 

4.1 Application locale de la loi d'Archard 

La loi d’Archard (1953) relie la profondeur d’usure locale h୵ de la cellule (݅,݌) à la force de 

contact ܨ௜௣ (= ௜ܲ௣ ∗  : ௜௣) et à l’amplitude de glissement δ୧୮ par la relation suivanteܣ

 

 ℎ௪೔೛  =  ݇௪೔೛ ∗ ௜ܲ௣ ∗ ௜௣ܣ ∗  ௜௣ (4.1)ߜ

 

Le coefficient k୵ regroupe l’ensemble des contributions non mécaniques au phénomène 

d’usure : dureté du matériau étudié dans la paire et adhésion des surfaces de la paire. 

L’adhésion dépend de la compatibilité chimique des surfaces, de leur état, de la lubrification 

et de la température de contact. Comme indiqué à la section 1.2.1, ݇௪ n’est pas constant au 

cours du cycle de fonctionnement d’une liaison cannelée et dépend du régime tribologique 

instantané. 

 

La caractérisation expérimentale de ݇௪ pour l’ensemble des conditions possibles ne rentre pas 

dans le cadre de ce mémoire. Le choix retenu consiste donc à conserver la forme locale de la 

loi d’Archard et à supposer ݇௪ uniforme sur l’ensemble de la dent et constant sur le cycle de 

fonctionnement. Cela revient à négliger à la fois les variations spatiales du régime tribologique 

entre les différentes zones du flanc et son évolution temporelle au fur et à mesure des cycles. 
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La valeur réelle de l’usure restera ainsi indéterminée. Le calcul permettra cependant d’obtenir 

un indicateur de l’énergie disponible pour l’usure, ce qui permet alors de réaliser des 

comparaisons de l’usure entre les différentes zones de la dent. La calibration ultérieure de ݇௪, 

à partir d’essais dédiés ou de mesures d’usure permettrait d’en extraire une prédiction 

quantitative. Le produit P ∗ δ décrit ainsi la densité de l’énergie disponible pour provoquer de 

l’usure. 

 

4.2 Cartographie de l'usure relative 

Le produit P ∗ δ est calculé en chaque centre de cellule à partir des sorties de l’algorithme de 

répartition de charge, puis projeté sur la surface du flanc dans le repère local de la dent. À k୵ 

constant, le produit est aussi proportionnel à la profondeur d’usure locale et conduit 

directement à la cartographie comparative recherchée. Les zones où P ∗ δ est élevé 

correspondent aux régions exposées aux pertes de matière les plus rapides et identifient les 

points critiques pour la durée de vie de la liaison. 

 

Cet indicateur est étroitement apparenté au paramètre de Ruiz Rଵ = τ ∗ δ introduit à la section 

1.2.3, la seule différence provient du coefficient de frottement (τ = μ ∗ P). Le classement 

relatif des zones critiques fourni par les deux indicateurs est donc identique si l’on considère 

le coefficient de frottement uniforme sur la zone de contact. La formulation retenue ici, fondée 

directement sur P, présente l’avantage de calculer la cartographie d’usure sans prendre en 

compte le coefficient de frottement qui reste indépendamment paramétrable dans l’algorithme. 

 

Afin d’illustrer les prédictions qu’il est possible d’obtenir avec la démarche proposée, la Figure 

4.1 montre le champ de pression obtenu pour la géométrie z = 10, m = 2 mm, L = 10 mm 

avec une épaisseur de jante de 3 ∗ m du moyeu, lorsqu’elle est soumise à un couple appliqué 

de 30 Nm et un désalignement radial de 0,01 mm. Ce désalignement radial correspond à une 

translation de 0,01 mm du moyeu selon l’axe z du repère global. 
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Les graphiques de la Figure 4.1 montrent les champs de pression obtenus sur les 10 dents, le 

rayon évolue sur l’abscisse tandis que sur l’ordonnée se présente la longueur de la cannelure. 

 

Ces résultats indiquent, qu’à l’instant considéré, la pression se répartit uniquement sur 6 dents, 

et que la distribution sur les flancs varie fortement d’une dent à l’autre. Certaines supportent 

la charge en tête et d’autres en pied, d’autres encore de façon plus uniforme. 

 

 

Figure 4.1 Champ de pression du cas 1 : désalignement radial 

 

La Figure 4.2 présente le champ de glissement obtenu pour ce même joint cannelé sur les dents 

de l’arbre. Respectivement pour chaque dent, le glissement est plus élevé en tête de dent qu’en 

pied de dent, le glissement augmentant lorsque le rayon augmente. Une certaine symétrie 

apparait également sur les dents subissant un glissement élevé et faible. En effet, les dents 3, 4 

et 5 sont diamétralement opposées aux dents 8, 9 et 10 et les dents 1 et 2 sont opposées aux 

dents 6 et 7. 
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Figure 4.2 Champ de glissement du cas 1 : désalignement radial, prédit 
pour l’arbre 

 

La Figure 4.3 présente le champ d’indicateur d’énergie disponible pour l’usure sur les dents de 

l’arbre calculé à partir du produit de la pression et du glissement. Les distributions obtenues 

traduisent le fait que les dents devraient s’user principalement en pied et en tête, tandis que le 

centre du flanc ne devrait demeurer que très peu affecté. 
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Figure 4.3 Champ d’usure du cas 1 : désalignement radial, prédit pour 
l’arbre 

 

La Figure 4.4 présente la somme de ces graphiques qui représente le coefficient d’énergie 

disponible pour l’usure sur le flanc d’une dent lors d’une rotation complète de l’arbre. Elle 

permet ainsi de mettre en évidence les zones ayant le plus d’énergie disponible pour développer 

de l’usure. Dans ce cas, la tête de dent du côté où le couple est appliqué représente la partie la 

plus à risque. 
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Figure 4.4 Coefficient d'énergie disponible pour l'usure lors du cas 1, sur 
une dent lors d'une révolution complète de l'arbre 

 

À titre de comparaison, la Figure 4.5 présente le champ de pression obtenu sur la même 

cannelure sous un désalignement angulaire de 0,02° autour de l’axe x du repère global. La 

distribution sur le flanc n’est plus dictée par la hauteur de dent, mais par la position axiale ; de 

plus, l’ensemble des dents est en prise. 
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Figure 4.5 Champ de pression du cas 2 : désalignement angulaire 

 

Le glissement sur l’arbre est principalement localisé en bout de cannelure comme le montre la 

Figure 4.6. En effet le désalignement angulaire étant réalisé par une rotation réalisée autour de 

l’axe x qui se situe à ݕ = 0, les écarts engendrés sont plus élevés en ݕ = 10. Comme 

précédemment, le glissement est, respectivement sur chaque dent, plus élevé en tête de dent 

qu’en pied de dent. 
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Figure 4.6 Champ de glissement du cas 2 : désalignement angulaire, 

prédit pour l'arbre 

 

Les dents dont le chargement est le plus uniforme sont les moins touchées par l’usure, comme 

le montre la Figure 4.7. Bien que, en rotation, les dents passent par les 10 positions montrées, 

à cette position précise, la dent 7, qui se trouve à la position angulaire 216 degrés par rapport 

à la dent 1 présente le pic de pression le plus élevé. Cependant, elle ne subit pas une usure 

marquée puisque le glissement change de sens à cet endroit et son amplitude est faible comme 

le montre la Figure 4.6. Ce sont ainsi les dents qui cumulent une pression élevée et un 

glissement élevé qui sont les plus à risque vis-à-vis de l’usure. 
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Figure 4.7 Champ d’usure du cas 2 : désalignement angulaire, prédit pour 
l’arbre 

 

Enfin, la Figure 4.8 présente le coefficient d’énergie disponible pour l’usure sur une dent lors 

d’une révolution complète de l’arbre. La partie la plus à risque de la cannelure se situe donc 

en tête de dent, le coefficient d’usure qui vaut ici 0.4 est très faible en comparaison du cas 1, 

où celui-ci atteignait une valeur supérieure à 3. Il est donc possible de conclure que le 

désalignement radial semble être plus critique que le désalignement angulaire en termes 

d’énergie disponible pour l’usure. 
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Figure 4.8 Coefficient d'énergie disponible pour l'usure lors du cas 2, sur 
une dent lors d'une révolution complète de l'arbre 

 

Au-delà de la comparaison entre zones d’une même configuration illustrée ci-dessus, comme 

réalisé précédemment, le caractère relatif de l’indicateur autorise également la comparaison de 

plusieurs désalignements sans nécessiter une calibration distincte pour chacune. Il est 

également possible d’étudier les conséquences d’un changement de géométrie, de chargement, 

de bombé, de micro-correction ou bien d’écart de fabrication. 

 

4.3 Conclusion 

Ce chapitre a proposé une exploitation directe des sorties de l’algorithme de contact pour 

estimer l’usure des flancs des dents par application locale de la loi d’Archard. Le choix de 
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conserver le coefficient d’usure non calibré restreint l’indicateur obtenu à une comparaison 

relative entre zones de la dent et entre configurations, mais permet une utilisation immédiate 

du modèle pour identifier les zones critiques d’une liaison cannelée sans nécessiter de 

campagne expérimentale préalable. La méthode reste par construction compatible avec une 

calibration ultérieure du coefficient ݇௪, qui transformerait cet indicateur comparatif en une 

prédiction quantitative de la profondeur d’usure cumulée. 

 

L’algorithme complet, combiné à cet indicateur d’énergie disponible pour l’usure, constitue 

désormais un outil de calcul exploitable pour le dimensionnement et le diagnostic des liaisons 

cannelées désalignées. Sa fiabilité doit cependant être établie avant toute utilisation pratique. 

Le chapitre suivant présente à cet effet la validation des champs de pression, de glissement et 

d’usure prédits par l’algorithme, par comparaison avec les résultats publiés dans la littérature 

sur des cas de référence. 

 





 

CHAPITRE 5 
 
 

Validation par comparaison à la littérature 

Afin de valider le modèle proposé, les sections qui suivent compareront ses prédictions pour 

différentes géométries tirées de la littérature scientifique. D’abord, un premier cas permettra 

de valider le champ de pression obtenu par le modèle développé sur des cannelures dont le 

profil a été corrigé, ensuite un second cas permettra de valider les zones de prédiction d’usure 

sur un cas de cannelures bombées. 

 

5.1 Cannelure avec correction de profil 

Le premier cas de validation reprend la cannelure de référence étudiée par Hong (2015) dans 

sa thèse de doctorat (Tableau 2.1, p. 52). Il s’agit d’un accouplement à 25 dents de module 

3,175 mm, d’angle de pression 30°, de largeur de denture 50,8 mm, conforme à la norme ANSI 

B92.1-1996. La sollicitation considérée est une torsion pure à un couple M୸ = 2260 Nm, qui 

correspond à la configuration de la Figure 2.11 de la thèse de Hong. 

 

Ce premier cas de validation est sélectionné pour sa simplicité, il permet de valider le modèle 

développé et principalement le champ de pression obtenu sur des cannelures alignées. Les 

limites de ce modèle résident dans la géométrie de la cannelure utilisée puisque l’auteur utilise 

des cannelures issues de la norme B92.1-1996, ce qui implique que les coefficients de creux et 

de saillie des dents ne sont pas exactement les mêmes. Ceci amène à des variations sur la 

géométrie des dents ainsi que sur leur rigidité, ce qui peut modifier le champ de pression. 

 

Afin d’éviter des concentrations de contraintes en pied et tête de dent qui sont courantes 

((Hong, 2015)figure 2.19(a)), Hong ajoute une dépouille de denture basée sur la parabole 

présentée en Figure 5.1. Celle-ci est définie par trois points : 4 μm en pied de dent, 0 μm au 

cercle primitif et 3 μm en tête. La correction est appliquée comme le schématise la Figure 5.2 

où le profil corrigé de la dent apparait en rouge. 
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Figure 5.1 Correction parabolique appliquée sur le rayon du flanc 

 

 

Figure 5.2 Profil de dent corrigé 

 

Une des limites de ce cas d’étude réside dans les conditions limites appliquées, l’auteur (Hong, 

2015) fait le choix d’encastrer l’ensemble de la surface extérieure du moyeu, ce qui a pour 

conséquence de grandement rigidifier ce dernier et donc d’étendre la zone de contact sur la 

longueur de la cannelure. Afin de se rapprocher le plus possible de la modélisation de l’auteur, 
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la fonction d’influence de torsion du moyeu a été considérée comme nulle. La torsion du moyeu 

est donc bloquée mais le fait d’encastrer le moyeu par son extérieur implique également une 

rigidité de la rotation et de la translation de la base de la dent qui ne peut pas être prise en 

compte par le modèle développé. En effet, ces deux phénomènes sont inclus dans les réseaux 

de neurones avec les autres phénomènes propres à la déformation de la dent. Cette différence 

devra donc être prise en compte dans la comparaison des résultats des deux modèles. 

 

La répartition de la charge entre les dents, rapportée par Hong, possède les caractéristiques 

suivantes : la pression se concentre à mi-hauteur du flanc de la dent et s’étend sur toute la 

longueur de la cannelure, en étant plus élevée du côté où le couple est appliqué, elle y atteint 

la valeur maximale de 118MPa. Toutes les dents sont engagées simultanément et 

uniformément. Le champ de pression est représenté dans la Figure 5.3, le graphique de gauche 

représente l’évolution de la pression selon la longueur de cannelure à mi-hauteur de dent tandis 

que le graphique de droite présente l’évolution de la pression selon la hauteur du flanc à mi-

longueur de la cannelure. 

 

 

Figure 5.3 Champ de pression de la référence selon la longueur de la 
cannelure (à gauche) et selon la hauteur du flanc (à droite) 

 

La Figure 5.4 présente le champ de pression obtenu à l’aide du modèle développé pour la 

géométrie de denture corrigée de la référence (Hong, 2015) soumise au couple ܯ௭ = 2260 ܰ݉ 



102 

en torsion pure. Le graphique présente le champ de pression pour une dent puisqu’en absence 

de désalignement, le contact est identique sur l’ensemble des dents. L’abscisse et l’ordonnée 

correspondent respectivement au rayon et à la longueur (axe y) de la cannelure. 

 

 

Figure 5.4 Champs de pression obtenus du modèle développé pour le 
joint cannelé de la thèse de Hong (2015) et un couple de 2260 Nm 

 

La forme des résultats obtenus est similaire à celle des résultats de la référence (Hong, 2015), 

une pression élevée à l’extrémité des dents et qui diminue sur la longueur de celles-ci. Il n’y a 

pas de concentration de pression en tête ou pied de dent, ce qui correspond à l’utilisation de la 

correction du flanc. 
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Toutefois, les résultats obtenus montrent que le contact s’effectue légèrement en dessous de la 

mi-hauteur de la dent tandis que les résultats de référence montraient un contact à mi-hauteur. 

Cette légère différence provient sûrement de la géométrie de la dent qui n’est pas définie par 

la même norme. 

 

La différence majeure provient du fait que seulement la moitié de la longueur des dents est en 

contact tandis que l’auteur obtenait la totalité de la longueur du flanc en contact (Hong, 2015). 

Cette différence s’explique par la différence des conditions limites appliquées, la torsion du 

moyeu a été supprimée du modèle développé afin de se rapprocher du modèle de l’auteur mais 

l’impact sur la déformation des dents n’a pas pu être pris en compte. Enfin, les pics de pression 

obtenus atteignent ici 237 MPa ce qui est supérieur à la valeur de référence de 118 MPa (Hong, 

2015), mais cohérent puisque le moyeu simulé par Hong est plus rigide ce qui augmente la 

zone de contact et réduit les pics de pression. 

 

Les résultats obtenus, bien que différents, sont conformes avec les différences présentes entre 

les deux modèles et permettent de valider le champ de pression obtenu dans l’ensemble. 

 

5.2 Cannelure bombée à axes alignés 

Le second cas de validation a pour but de valider la cohérence de l’indicateur de l’énergie 

disponible pour l’usure. Le champ de pression obtenu par le modèle développé sera dans un 

premier temps comparé avec ce deuxième cas puis les résultats liés à l’usure seront ensuite 

étudiés. 

 

Ce second cas reprend la cannelure bombée étudiée expérimentalement et numériquement par 

Curà, Mura et Adamo (2017). Il s’agit d’un accouplement à 26 dents de module 1,27 mm, 

d’angle de pression 30° et de longueur de denture 12,5 mm, en acier 42CrMo4 (E = 210 GPa,ν = 0,3). Le modèle EF de l’article applique un coefficient de frottement de 0,11 avec les axes 

de l’arbre et du moyeu supposés parfaitement alignés. Deux niveaux de couple sont utilisés, 

200 Nm et 700 Nm. 
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Un bombé longitudinal de rayon ܴ௕௢௠௕é = 160 ݉݉ est appliqué uniquement sur l’arbre. Cette 

correction est reproduite dans le présent modèle, la correction qui a pour but de ramener la 

zone de contact à mi-longueur de la cannelure est nulle au plan médian de la cannelure et atteint 

122 μm aux deux arêtes axiales. La Figure 5.5 présente la correction du bombé (en rouge) sur 

la dent initiale (en noir).

Figure 5.5 Correction de la dent par bombé

La géométrie des cannelures utilisée ne suivant pas la norme ISO 4156, des écarts sur les 

coefficients de creux et de saillie modifient la géométrie du flanc de la cannelure par rapport 

au présent modèle. Ces écarts sont faibles en termes de torsion, flexion, cisaillement et 

compression des dents mais peuvent être importants lors de la modélisation du contact qui peut 

varier fortement pour quelques micromètres d’écarts.

L’absence d’une correction sur la hauteur du flanc, comme expliqué par Hong dans la section 

précédente, apporte des concentrations de contraintes en pied et tête de dent, les auteurs ont 

fait volontairement ce choix pour leurs expériences, et recommandent de les ajouter pour de 

prochaines études.

Les auteurs confrontent leurs simulations éléments finis à deux modèles analytiques de 

référence, la théorie de Hertz, qui suppose le contact concentré sur une ellipse de petite étendue, 
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et la formule de Niemann qui distribue uniformément le couple sur la totalité de la surface 

engagée. Le Tableau 5.1 reproduit leurs valeurs aux deux couples étudiés de 200 et 700Nm. 

 

Tableau 5.1 Comparaison des grandeurs de contact aux deux couples 
étudiés 

Tiré de Curà et al. (2017) 

Couple Méthode 
Aire de contact 

(en ݉݉ଶ) 
௠ܲ௢௬ (en MPa) ௠ܲ௔௫ (en MPa) 

200 Nm 

EF 2,69 179,8 370,8 

Hertz 5,66 95,0 142,5 

Niemann - 30,3 - 

700 Nm 

EF 6,05 275,0 833,8 

Hertz 13,05 144,3 216,4 

Niemann - 106,1 - 

 

Les écarts de valeurs entre leur modèle EF et les solutions analytiques sont relativement 

importants, ce qui s’explique par le fait que ces dernières (Hertz et Niemann) ne sont pas 

adaptées pour modéliser les contacts conformes. La Figure 5.6 représente le champ de pression 

obtenu par les auteurs selon la hauteur du flanc de la dent à mi-longueur de celle-ci à gauche 

et selon la longueur de cannelure à mi-hauteur de celle-ci à droite. Le champ de pression se 

situe principalement à mi-longueur de la cannelure, en tête et pied de dent. 
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Figure 5.6 Champ de pression de la référence selon la hauteur du flanc (à 
gauche) et selon la longueur de la cannelure (à droite) pour un couple de 

200 Nm 

 

La répartition du champ de pression confirme les effets attendus du bombé qui a pour but de 

ramener le contact à mi-longueur de la cannelure. Ainsi, une correction supplémentaire sur la 

hauteur du flanc (une dépouille de denture) comme appliquée dans le premier cas de validation 

aurait sûrement permis de ramener le contact à mi-hauteur de la dent et éviter des 

concentrations de pression en pied et tête de dent. 

 

Le Tableau 5.2 présente les résultats obtenus pour les deux cas de chargement avec le modèle 

développé dans ce mémoire, tandis que la Figure 5.7 présente le champ de pression obtenu 

pour un couple de 200Nm.  

 

Tableau 5.2 Comparaison des grandeurs de contact obtenus par le modèle 
développé aux deux couples étudiés 

Couple 
Aire de contact 

(en ݉݉ଶ) 
௠ܲ௢௬ (en MPa) ௠ܲ௔௫ (en MPa) 

200 Nm 2,03 43,49 779,18 

700 Nm 3,15 152,36 1597,91 
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Figure 5.7 Champ de pression du modèle développé associé à l’article de 
Curà et al. (2017) à 200 Nm 

 

La pression est bien présente à mi-longueur de la cannelure comme attendu mais celle-ci se 

focalise uniquement en tête des dents de l’arbre et donc en pied des dents du moyeu. Cet écart 

provient des coefficients de creux et de saillie de dent qui ne sont pas les mêmes que ceux 

utilisés dans l’article de référence. En effet, les cannelures utilisées dans l’article ne suivent 

pas la norme ISO 4156 et les valeurs des coefficients utilisés sont donc différents, ce qui vient 

modifier les zones de contact. 

 

La perte du contact en pied de dent de l’arbre implique donc une réduction de la surface de 

contact et donc une augmentation de la valeur maximale de pression. Par ailleurs, la 
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discrétisation du flanc impose au pic d’être porté par une cellule de surface finie, ce qui le rend 

sensible au raffinement du maillage axial autour du plan médian, où le bombé concentre la 

portée.

Pour le couple de 200Nm, l’aire du contact reste relativement proche de celle qu’ils ont 

obtenue avec le modèle par éléments finis de la référence, la perte du contact en pied de dent 

justifie cet écart ainsi que les écarts liés sur les pressions.

Afin de valider leur modèle, les auteurs comparent ses prédictions à des résultats 

expérimentaux. Une cannelure a pour cela été testée en fatigue en faisant varier la valeur du 

couple appliqué, ces valeurs ne sont pas données dans la référence. Ne connaissant pas les 

conditions de chargement exactes, il devient difficile de comparer les mesures expérimentales 

avec des résultats tirés du modèle développé. Les résultats obtenus expérimentalement 

montrent que l’usure apparaît principalement à mi-longueur de la cannelure et à mi-hauteur 

également sous la forme d’une ellipse, comme le montre la Figure 5.8.

Figure 5.8 Localisation de l'usure sur le flanc de dent pour la référence

La Figure 5.9 présente le champ de glissement obtenu sur les dents de l’arbre à l’aide du modèle 

développé pour la référence. Les valeurs obtenues sont très faibles voire nulles en raison de 

l’absence de désalignement entre les deux axes, le glissement devant mathématiquement être 

égal sur toutes les dents, le glissement moyen des dents est alors présenté sur la figure suivante :
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Figure 5.9 Champ de glissement moyen des dents du modèle développé 
associé à la référence 

 

La Figure 5.10 présente les résultats obtenus par le modèle sur l’arbre pour l’indicateur 

d’énergie disponible pour l’usure introduit plus tôt. Cet indicateur fournit une valeur 

proportionnelle à l’énergie disponible pour l’usure présente entre deux pas de dents. En 

concordance avec la figure précédente, le champ de glissement étant sensé être égal sur toutes 

les dents, le champ d’usure moyen est présenté sur la figure suivante : 
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Figure 5.10 Champ d’usure du modèle développé associé à l’article de 
Curà et al. (2017) à 200 Nm 

 

La Figure 5.11 illustre la somme des indicateurs d’usure des 26 dents de l’arbre, ce qui 

correspond ainsi à l’indicateur cumulé par une dent lors d’une révolution complète. Cette 

figure permet ainsi de mieux comprendre l’usure des dents et de comparer les résultats du 

modèle développé avec l’usure expérimentale des dents. 
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Figure 5.11 Indicateur de l'énergie disponible pour l'usure sur un tour 
complet 

 

La distribution d’usure prédite est concentrée à mi-largeur de denture, en cohérence avec la 

zone de contact imposée par le bombé mais celle-ci se concentre particulièrement sur la saillie 

des dents de l’arbre du joint cannelé, soit la partie la plus proche de la tête de dent. Cet effet 

provient du fait que le modèle ne prédit aucun contact proche du pied des dents de l’arbre. Cet 

écart a déjà été justifié par le manque d’informations connues sur la géométrie exacte de la 

cannelure et l’absence d’une dépouille de la denture sur la hauteur du flanc. La localisation de 

l’usure paraît tout de même logique avec le champ de pression prédit et les résultats obtenus 

expérimentalement sur les spécimens d’essai après 9 ∗ 10଺ cycles présentés en Figure 5.8.  
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5.3 Efficacité numérique de l’algorithme 

L'ensemble des résultats présentés dans ce chapitre a été obtenu sur un ordinateur personnel 

doté d'un processeur cadencé à 1,7 GHz, comprenant dix cœurs et seize Go de mémoire vive. 

Le coût numérique de l'algorithme se répartit entre deux étapes successives. La première 

consiste en l'évaluation des fonctions d'influence de déformation des dents par les douze 

réseaux de neurones développés à la section 3.1, dont la durée dépend essentiellement de la 

finesse du maillage retenu sur le flanc de dent. Les fonctions d’influence sont déterminées en 

une dizaine de secondes pour une discrétisation 11×11 et en environ deux minutes et trente 

secondes pour une discrétisation 21×21. Cette étape est réalisée une seule fois en début de 

calcul et son coût est indépendant du nombre de dents engagées. La seconde étape regroupe 

l’ensemble des autres fonctions d’influence ainsi que la résolution de l’algorithme et le post-

traitement. Elle reste inférieure à une minute pour un maillage 11×11 et à deux minutes pour 

un maillage 21×21, pour des nombres de dents compris entre 6 et 50. Un calcul complet 

correspond donc à un temps total de l'ordre de la minute pour le maillage standard et de 

quelques minutes pour le maillage le plus raffiné. L'évaluation initiale des réseaux de neurones 

reste un poste d'optimisation envisageable, par exemple via une stratégie de prédiction par 

blocs ou une parallélisation des douze réseaux de neurones. Elle ne constitue toutefois pas, à 

ce stade, un frein opérationnel. 

 

Ces durées se comparent favorablement à celles rapportées par le modèle semi-analytique de 

Hong (2015). Il indique pour son modèle des temps compris entre quatre et trente minutes 

selon la finesse du maillage pour une cannelure à vingt-cinq dents, sur un processeur cadencé 

à 3,4 GHz, et abaisse cette durée à une dizaine de secondes au prix d'un schéma de 

discrétisation multi-étapes plus complexe à mettre en œuvre. 

 

L'écart est nettement plus marqué vis-à-vis des modèles éléments finis. Le code commercial 

Helical3D utilisé par Hong (2015) comme référence numérique requiert de dix à quatre-vingt-

dix minutes par analyse selon le maillage, sur le même matériel que son modèle semi-

analytique, et ne fournit que la matrice de raideur de l'accouplement. Le modèle ABAQUS 
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développé par Ding et al. (2008) pour la simulation couplée fretting-usure d'une cannelure 

aéronautique demande quant à lui environ six jours par analyse sur un processeur Pentium 4 à 

3 GHz, durée que les auteurs eux-mêmes jugent incompatible avec une simulation au-delà de 

quelques centaines de cycles. Par ailleurs, le modèle aux éléments de frontière de Medina et 

Olver (2002) requiert quatre à cinq jours par configuration sur un Pentium III à 800 MHz. 

 

Le Tableau 5.3 présente les différents temps de simulations discutés précédemment, une 

attention doit toutefois être portée sur les années des modèles développés dont la technologie 

disponible à ces périodes-là peut impacter les temps de simulations. 

 

Tableau 5.3 Comparaison des temps de simulation 

Modèle Caractéristiques de la simulation 
Temps de la 

simulation 

Modèle développé 
Maillage 11*11 par dent ~1 min 

Maillage 21*21 par dent ~5 min 

Modèle de coefficients d’influence 

développé par Hong (2015) 

Modèle de base 4 à 30 min 

Modèle avec discrétisation multi 

étape 

10 à 20 

secondes 

Modèle Hélica3D utilisé par Hong 

(2015) 
Modèle éléments finis 10 à 90 min 

Modèle ABAQUS développé par 

Ding et al. (2008) 

Modèle éléments finis avec mise 

à jour itérative de l’usure 
6 jours 

Modèle d’éléments de frontière 

développé par Medina et Olver 

(2002) 

Maillage de 2*10 par dent 4 à 5 jours 

 

 

L'algorithme proposé se positionne ainsi dans le même ordre de grandeur que les modèles 

semi-analytiques et justifie sa rapidité vis-à-vis des modèles éléments finis et éléments de 

frontière. 
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5.4 Conclusion 

L’algorithme développé tout au long de ce mémoire a donc pu être vérifié vis-à-vis de deux 

publications, le premier cas de comparaison qui s’appuie sur la thèse de Hong (2015) a permis 

de valider le champ de pression obtenu par le modèle développé tandis que le second cas a 

permis de valider la cohérence de l’indicateur d’énergie disponible pour l’usure. Une 

comparaison avec des cas de désalignement pourrait permettre de renforcer la validité de 

l’algorithme. Enfin, une comparaison de l’efficacité numérique de l’algorithme a permis de 

prouver sa rapidité vis-à-vis des modèles éléments finis et de montrer qu’il est tout aussi rapide 

que les autres modèles qui se basent sur la même méthode. 

 



 

CONCLUSION 

Ce mémoire a été réalisé afin de développer un outil numérique rapide et précis pour la 

prédiction des pressions de contact et la localisation des zones exposées au fretting dans les 

cannelures désalignées. Plus précisément, l’objectif est de proposer une alternative semi-

analytique à la simulation par éléments finis, dont le coût de calcul rend impraticable à la fois 

une démarche paramétrique sur un grand nombre de configurations et un usage courant en 

dimensionnement industriel. Cette alternative doit toutefois rester fidèle à la physique d’un 

contact conforme. 

 

L’algorithme développé s’appuie sur la formulation de Boussinesq pour le contact normal et 

sur celle de Cerruti pour les efforts tangentiels de frottement, avec une correction des effets de 

bord destinée à compenser les limites de l’hypothèse de demi-espace. À cette déformation 

surfacique s’ajoutent deux autres contributions prises en compte simultanément : la 

déformation des dents ; et la torsion globale de l’arbre et du moyeu. La flexion, la torsion, le 

cisaillement et la compression des dents de l’arbre et du moyeu sont prédites par douze réseaux 

de neurones — six pour l’arbre, six pour le moyeu — entraînés sur une base de données 

d’environ vingt-cinq mille simulations éléments finis paramétriques réalisées sur Calcul 

Québec. L’architecture retenue (deux couches cachées de 2 817 neurones, activation ReLU) 

atteint un coefficient de détermination supérieur à 0,97 sur l’ensemble des douze réseaux. La 

torsion globale de l’arbre et du moyeu est traitée par une approche RDM fondée sur un rayon 

équivalent dont l’expression a été calibrée sur une série de simulations éléments finis dédiées, 

fournissant des formules empiriques en fonction du module, du nombre de dents et, pour le 

moyeu, de l’épaisseur de jante. L’algorithme est enfin étendu à la prédiction du fretting par 

l’application locale de la loi d’Archard sur le produit de la pression et de l’amplitude de 

glissement obtenues en chaque cellule de contact, ce qui produit une cartographie comparative 

des zones de la dent les plus exposées pour un chargement donné. 

 

La validation de l’algorithme a été conduite en comparant les résultats obtenus à deux cas issus 

de la littérature. Le premier cas provenant de la thèse de Hong (2015), porte sur une cannelure 
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droite en torsion pure avec une correction parabolique du flanc. L’algorithme reproduit les 

caractéristiques essentielles du champ de pression publié, et l’écart de répartition de la pression 

le long du flanc s’explique par l’encastrement du moyeu réalisé par Hong sur l’ensemble de 

l’extérieur du moyeu. Le deuxième cas, issu de l’article de Curà et al. (2017), porte sur une 

cannelure bombée à axes alignés. L’algorithme retrouve la structure du champ de pression 

rapportée par les auteurs ainsi que les ordres de grandeur du tableau de comparaison FEM / 

Hertz / Niemann publié dans l’article. L’écart observé sur la valeur du pic, localisé à la frontière 

entre la développante et la trochoïde, provient de deux facteurs principaux, le manque de 

correction sur la hauteur du flanc ainsi que le coefficient de creux et le rayon de congé de 

l’outil, non précisés par les auteurs, qui définissent radialement la zone de contact. Des 

comparaisons sur des cas plus complexes, avec notamment des désalignements, permettraient 

de renforcer la validité du modèle développé. 

 

Le travail présenté reste cependant soumis à un certain nombre de limites qu’il convient 

d’expliciter. La formulation du contact est purement élastique : la plasticité locale qui apparaît 

lorsque la pression maximale dépasse la limite d’élasticité du matériau n’est pas reproduite. Le 

modèle est par ailleurs quasi-statique et n’aborde pas les phénomènes dynamiques ni 

l’évolution temporelle de l’usure. Le glissement est considéré comme total, une modélisation 

en collage-glissement associée à un coefficient k୵ de la loi d’Archard non uniforme et non 

constant sur le cycle de fonctionnement permettrait une quantification absolue de l’usure. 

Enfin, la géométrie de l’arbre et du moyeu retenue dans l’algorithme suit la norme ISO 4156, 

et toute transposition à une autre norme sort du domaine de validité des réseaux de neurones 

entraînés. 

 

L’outil développé constitue ainsi une alternative semi-analytique rapide pour la prédiction du 

champ de pression de contact et la cartographie du fretting dans les cannelures désalignées. Il 

fournit dès à présent un support exploitable pour des études paramétriques de 

dimensionnement et d’évaluation de configurations, et constitue une base à partir de laquelle 

pourront être développées les extensions visées par le projet de recherche conduit en 

collaboration avec le CETIM. 



 

RECOMMANDATIONS 

Les pistes d’amélioration et d’extension du travail présenté peuvent être regroupées selon trois 

axes : le raffinement physique du modèle, l’extension du domaine géométrique et la validation 

expérimentale. 

 

Raffinement physique du modèle 

 Tenir compte de la variabilité de k୵ au cours du cycle de fonctionnement, en 

s’appuyant notamment sur les phases d’évolution identifiées par Wang et Wahab 

(2021). 

 Calibrer le coefficient k୵de la loi d’Archard par des essais d’usure dédiés afin de 

quantifier la profondeur usée. 

 Intégrer le calcul de l’usure cycle par cycle pour passer de la cartographie instantanée 

à une prédiction de durée de vie de l’accouplement. Cette extension demande une mise 

à jour itérative des surfaces de contact à mesure que l’usure se développe. 

 Étendre la formulation à un modèle élasto-plastique local pour traiter les pics de 

pression dépassant la limite d’élasticité du matériau en s’appuyant sur des travaux 

similaires (Chen, Wang, Wang, Keer, & Cao, 2008 ; Chiu, 1977, 1978 ; Jacq, Nélias, 

Lormand, & Girodin, 2002 ; Liu, Jin, Wang, Keer, & Wang, 2012 ; Z. Wang et al., 

2013). 

 Implémenter un frottement de type collage-glissement, en lieu et place du frottement 

de Coulomb pur actuellement utilisé, afin de mieux résoudre la zone de contact en 

présence de désalignement. 

 

Extension du domaine géométrique 

 Intégrer le coefficient de saillie et de creux de dent, ainsi que le déport et l’angle de 

pression αୈ à la base de données des réseaux de neurones afin de pouvoir simuler toutes 

les géométries de dent et ne plus être restreint à la norme ISO 4156. 

 Étendre l’algorithme à des modifications de profil paramétrisables (bombé axial, 

correction radiale de type parabolique ou polynomiale d’ordre supérieur, etc.) pour 
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couvrir les corrections de bombé et de pied et de tête de dent rencontrées dans les 

conceptions industrielles. 

 Aborder les cannelures hélicoïdales, à l’image du cas étudié par Leen et al. (2003), afin 

d’étendre l’outil aux configurations avec un effort axial. 

 

Validation expérimentale 

 Confronter directement les prédictions de l’algorithme à des mesures réalisées sur un 

banc d’essai dédié. 

 

L’intégration du coefficient d’usure et de ses variations au cours du cycle de fonctionnement 

ainsi que la confrontation directe à des mesures sur banc constituent les deux priorités afin de 

rendre l’outil exploitable industriellement dans le cadre du projet de recherche conduit avec le 

CETIM. 

 



 

ANNEXE I 
 
 

Précision des réseaux de neurones pour la déformation des dents 

La section 3.1.2 a présenté l'entraînement des douze réseaux de neurones utilisés pour prédire 
les déplacements induits par la flexion, la torsion, le cisaillement et la compression des dents. 
Les performances y sont résumées par le coefficient de détermination obtenu sur le jeu de test, 
compris entre R² = 0,9734 et R² = 0,9839 selon le réseau considéré. Cette annexe complète ces 
valeurs par une représentation graphique de la qualité des prédictions. 
 
I.1 Corrélation entre les prédictions et les résultats éléments finis 

 
La Figure-A I-1 présente les prédictions du réseau de neurones en fonction des résultats 
attendus, c'est-à-dire des déplacements issus des simulations éléments finis, pour l'ensemble 
des points du jeu de test. Ce jeu regroupe les points de données réservés au test, ces points 
n'ont donc jamais été rencontrés lors de l'entraînement. Les déplacements présentés 
correspondent aux valeurs normalisées entre 0 et 1 telles qu'utilisées par le réseau de neurones. 
La droite continue y = x représente la prédiction idéale, pour laquelle la valeur prédite est égale 
à la valeur attendue, tandis que les droites en pointillés délimitent une marge de ± 10 % autour 
de celle-ci. 
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Figure-A I-1 Prédiction du réseau de neurones en fonction des résultats 

attendus 

 
La grande majorité des points se situe à l'intérieur de la marge de ± 10 % et se répartit de 
manière symétrique autour de la droite idéale, ce qui traduit l'absence de biais systématique : 
les déplacements ne sont, en moyenne, ni surestimés ni sous-estimés. Quelques points isolés 
s'écartent davantage de la droite idéale, notamment pour les faibles déplacements où la marge 
relative de ± 10 % devient très restrictive puisqu'un écart absolu minime suffit à en sortir. Le 
comportement illustré sur cette figure est représentatif de l'ensemble des douze réseaux 
entraînés. Ces résultats confirment graphiquement la capacité de généralisation traduite par les 
coefficients de détermination et justifient l'utilisation des réseaux de neurones en substitution 
aux simulations éléments finis dans l'algorithme de contact. L'origine de ces écarts est 
examinée plus en détail dans la sous-section suivante au moyen de l'erreur relative. 
 
I.2 Erreur relative des prédictions 

 
L'analyse précédente peut être complétée par l'examen de l'erreur relative commise par le 
réseau de neurones sur chaque point du jeu de test. Cette erreur rapporte l'écart entre la valeur 
prédite et la valeur attendue à cette dernière, selon l'équation (A I-1) : 
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݁ݒ݅ݐ݈ܽ݁ݎ ݎݑ݁ݎݎ݁  = ௣௥éௗ௜௧ݑ − ாிݑாிݑ  (A I-1) 

 
Avec ݑாி  la valeur attendue, obtenue par éléments finis. 
 
La Figure-A I-2 présente cette erreur relative en fonction de la valeur attendue, pour les mêmes 
points du jeu de test que la Figure-A I-1. Contrairement à la Figure-A I-1, les déplacements 
sont ici exprimés dans leur échelle physique, avant normalisation. Le graphique supérieur 
couvre la totalité de la plage d'erreurs observée, tandis que le graphique inférieur restreint l'axe 
vertical à l'intervalle ± 0,3 afin de rendre visible la répartition de la grande majorité des points. 
Dans les deux cas, la droite horizontale en pointillés marque l'erreur nulle, correspondant à une 
prédiction parfaite. 
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Figure-A I-2 Erreur relative de la prédiction en fonction de la valeur 
attendue, sur la plage complète en haut et restreinte à ±0,3 en bas

Le graphique supérieur montre que les erreurs relatives de très grande amplitude se concentrent 
exclusivement au voisinage de la valeur attendue nulle. Ce comportement découle directement 
de la définition donnée à l'équation (A I-1) : lorsque la valeur attendue tend vers zéro, le 
dénominateur s'annule et un écart absolu pourtant infime produit une erreur relative 
arbitrairement grande. Ces points ne traduisent donc pas une défaillance du réseau de neurones, 
mais une limite de l'indicateur lui-même. Le graphique inférieur précise la répartition du reste 
des points : le nuage adopte une forme d'entonnoir centré sur la droite d'erreur nulle, qui 
s'élargit à l'approche de la valeur attendue nulle et se resserre rapidement dès que l'amplitude 
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des déplacements devient significative. La distribution demeure symétrique de part et d'autre 
de l'erreur nulle, ce qui confirme l'absence de biais systématique relevée sur la Figure-A I-1. 
Pour les déplacements d'amplitude notable, c'est-à-dire ceux qui contribuent réellement aux 
déformations calculées par l'algorithme de contact, l'erreur relative demeure très 
majoritairement contenue dans la marge de ± 10 %. Les écarts importants relevés sur les deux 
figures de cette annexe ne concernent ainsi que des déplacements quasi nuls, sans influence 
sur les résultats de l'algorithme. 
 
 





 

ANNEXE II 
 
 

Précision des équations empiriques pour la torsion de l’arbre et du moyeu 

La section 3.2 a introduit un rayon équivalent en torsion permettant d'assimiler la section 
cannelée de l'arbre à un cylindre plein et celle du moyeu à un tube creux, afin d'appliquer les 
formules analytiques de torsion de la RDM. Des formules empiriques, établies par régression 
sur des simulations éléments finis, fournissent ce rayon en fonction du module et du nombre 
de dents, ainsi que du rayon extérieur de la jante pour le moyeu. Cette annexe présente la 
vérification de la précision de ces formules. 
 
La Figure-A II-1 compare, pour un ensemble de configurations de validation couvrant la plage 
de paramètres étudiée, le rayon équivalent calculé par les formules empiriques, en ordonnée, 
au rayon équivalent extrait des simulations Ansys par inversion de la formule de torsion, en 
abscisse. Le graphique de gauche correspond à l'arbre et celui de droite au moyeu. La droite 
continue x = y représente la correspondance parfaite entre les deux valeurs, tandis que les 
droites en pointillés délimitent une marge de ± 10 %. 
 

 
Figure-A II-1 Rayons équivalents prédits par l’équation empirique en 

fonction du rayon obtenu par éléments finis, pour l’arbre à gauche et le 
moyeu à droite 

 
Pour l'arbre, les points de validation sont pratiquement confondus avec la droite x = y et le 
coefficient de détermination atteint R² = 0,9999. Pour le moyeu, la corrélation demeure très 
élevée avec R² = 0,9966, les écarts les plus visibles apparaissent pour les rayons les plus grands 
mais restent contenus dans la marge de ± 10 %. Cette précision légèrement moindre s'explique 
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par le paramètre supplémentaire qu'introduit l'épaisseur de jante dans la formule empirique du 
moyeu. L'ensemble des points se situant dans la marge de ± 10 %, les formules empiriques 
restituent fidèlement la rigidité en torsion des sections cannelées sur l'ensemble de la plage de 
géométries couverte, ce qui justifie leur utilisation dans le calcul de la matrice d'influence de 
torsion présentée à la section 3.2. 
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