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IDENTIFICATION DU MODELE D’UN AVION AEROELASTIQUE
A L’AIDE D’UNE NOUVELLE METHODE D’APPROXIMATION
DES FORCES AERODYNAMIQUES NON STATIONNAIRES

Mohamed Herda
SOMMAIRE

Dans ce projet, on présente ’identification du modeéle d’un avion aéroélastique a 1’aide
d’une nouvelle méthode d’approximation des forces aérodynamiques non stationnaires
du domaine de fréquence au domaine de Laplace pour le calcul des interactions
acroservoélastiques.

Cette nouvelle méthode est réalisée en deux étapes :

1. Les forces aérodynamiques seront interpolées par des polyndmes
orthogonaux qui serviront a la génération d’une série de puissances

2. A T'aide de la série de puissances, on calcule, par une technique
d’identification, les coefficients des numérateurs et dénominateurs de la
fraction rationnelle de Padé.

Cette méthode permet de mettre chaque élément de la matrice des forces
aérodynamiques non stationnaires sous forme d’une fonction de transfert. La fonction de
transfert obtenue par la méthode Padé est souvent d’ordre élevé qui n’est pas toujours
réalisable du point de vue stabilité. Afin de pouvoir réaliser cette fonction de transfert,
on procéde a une réduction de son ordre par la méthode de Luus Jakola a l’aide
d’algorithme de recherche opérationnel.

Pour illustrer et valider notre nouvelle méthode, nous avons considéré le modele de test
d’avion ATM développé par la NASA DFRC, a Paide du logiciel STARS qui contient
tous les éléments nécessaires 4 une analyse aéroservoélastique ainsi que les résultats
aéroservoélastiques associés obtenus par la NASA. Ces résultats seront présentés sous la
forme des vitesses de battement.

La nouvelle méthode développée dans cette these est une contribution originale qui
permet de mener une analyse aéroservoélastique. Les résultats obtenus par la méthode
d’analyse de battement sur le modéle ATM en boucle ouverte et en boucle fermée en
utilisant notre nouvelle méthode d’approximation des forces aérodynamiques sont
excellentes en termes de convergence en comparaison avec les méthodes traditionnelles
telles que la méthode Least Square LS et Minimum State MS.



MODEL IDENTIFICATION FOR AN AEROELASTIC AIRCRAFT
WITH A NEW APPROXIMATION METHOD
OF UNSTEADY AERODYNAMIC FORCES

Mohamed Herda

ABSTRACT

In this project, we present the identification of an aeroelastic aircraft by a new method of
approximation for unsteady aerodynamic forces from the frequency domain into Laplace
domain for aeroservoelastic interactions calculations.

This new method is applied in 2 main steps :

1. Aerodynamic forces are interpolated by orthogonal polynomials which
generate power series.

2. By use of power series calculated previously, we calculate, by
identification techniques, the numerators and denominators coefficients
of the Pade rational function.

This new method allows the writing of each element of the unsteady aerodynamic forces
matrix under the form of a transfer function. The resulting transfer function through
Pade method is often of high order which is not always good from the stability system
point of view. In order to obtain this transfer function, we proceed to an order reduction
by Luus Jakola method by use of an operational research algorithm.

In the aim to illustrate and validate our new method, we consider the Aircraft Test
Model ATM developed by NASA DFRC, by use of STARS software which contains all
elements necessary for an aeroservoelastic analysis (flexible aircraft with control
system) as well as the aeroservoelastic results obtained by NASA. These results are
presented under the form of flutter speeds.

The new method of approximation for unsteady aerodynamic forces developed in this
project is an original contribution which allows us to conduct an aeroservoelastic
analysis. The obtained results through the flutter analysis methods on the ATM model in
open and closed loop by use of our new method of aerodynamics approximation are
excellent, as the convergence of our method is excellent (much faster) than the

convergence of other traditional methods such as Least Square LS and Minimum State
MS.



REMERCIEMENTS

Je tiens & remercier toutes les personnes qui ont collaboré de prés ou de loin pour faire

de ce mémoire un succes.

Jai apprécié travailler avec les directeurs des mes travaux, Mme Ruxandra Botez et
Mr Iulian Cotoi, qui ont su me guider, me motiver et me supporter tout au long de mon

mémoire.

Je dédie ce mémoire a ma famille de Montréal, Nantes et Casablanca ...



TABLE DES MATIERES

Page
SOMMAIRE ettt st ettt et s b e st e b ean e s ertereenesseeseerenes i
ABSTRACT ettt et et sa bbb enns il
REMERCIEMENTS ...ttt ettt s e sa et s e e e aess e st asene b e iii
TABLE DES MATIERES ....coneriieeemereiesesenese s ssssesssssssssnesssses s sseseesssssssnsssssnssnnes iv
LISTE DES TABLEAUX .....coitiiiiiiirteneierieiesre st ecresae e erssseseassessaeseereesassensessensanes vi
LISTE DES FIGURES ... oottt sttt ss st aae e et ataevessasne vii
LISTE DES ABREVIATIONS ET DES SIGLES ....vmeeoeeeeeeeeemereeeeeeeeereseseeseessesssenne. 1
INTRODUCTION ...t estate sttt sttt saesva st s enessaeraseesbennassesees 1
CHAPITRE 1 RECHERCHE BIBLIOGRAPHIQUE ......coocvevieieereeecececeeveee, 2
1.1 INtrOdUCHION ..ottt b e 2
1.2 Recherche bibliographique sur les logiciels d’analyse en
ACTOSEIVORIASHICILE. ...oiviiiereiire ettt ser s 3
1.2.1 ADAM (Analog and Digital Aeroservoelasticity Method)................... 3
1.2.2 FAMUSS (Flexible Aircraft Modeling Using State Space).................. 4
123 ISAC (Interaction of Structures, Aerodynamics and Controls) ............ 5
1.24 ASTROS (Automated STRuctural Optimisation System).................... 5
1.2.5 ZAERO ..ottt ettt sttt enas 6
1.2.6 STARS (STructural Analysis RoutineS)........cccccevevreivecevneniinnnircienannns 7
1.3 Méthodes classiques d’approximation des forces aérodynamiques...... 8
CHAPITRE2  AEROSERVOELASTICITE......coouvvuerirnrerisnesiesnnnsssssessssnssensssenns 13
2.1 Modélisation structurelle de 1’avion....cooevvivvveveeiecenie e 13
22 L’analyse vibratoire de ’avion au sol......ccooveeiiivenvceneneicnee e, 14
23 Modélisation aérodynamique de I’avion........ccoeevveveeriinnccerenreniennennne 15
2.4 Les méthodes d’analyse de battement dans le modele ATM.............. 16
24.1 La méthode d’analyse de battement pk (Boucle ouverte).................... 16
242 La méthode d’analyse de battement p (Boucle ouverte).......c.coceuen. 18
2.5 Formulation du probléme aéroélastique dans I’espace d’étates.......... 19
CHAPITRE 3 APPROXIMATION DES FORCES AERODYNAMIQUES............ 25

3.1 T O QU OO ettt reeteesereetsesesasseeaeannsnnesaaaarasssenansesaeesses 25



3.2 Méthodes d’interpolation .......ceceevvevevcrieeerieececrecre e 26
3.2.1 Problématique générale...........cccocevrvioeniivniiiee s 26
322 Interpolation par les polynomes de Lagrange........cccovveevvevvevcrnecennens 27
3.23 Interpolation par 1es SPlNes ....coovivveveveririciceeeiee e 27
324 Interpolation par les polynomes orthogonauX........ccceeviveereeeivicennen. 28
3.25 Interpolation par Krigeage .......coccevvvevevreriennrienieeeceeeie e 28
33 Meéthodes classiques d’approximation des forces aérodynamiques.... 29
3.3.1 Meéthode d’approximation LS (Least SQUAare)........cocceevvecrieercvernennen. 29
332 Méthode d’approximation MP (Matrix Padé)........ccccoreveeeevereinnnnenn, 30
333 Méthode d’approximation MS (Minimum State) ...........ccceeervevienennens 30
34 Nouvelle méthode d’approximation des forces aérodynamiques ....... 32
34.1 Interpolation par les polyndmes orthogonauX........ccceevveevevvervecneninnns 33
342 Génération des fractions rationnelles de Padé ........cccoevvivivcvevicrnnnnn, 34
343 Programmation de 1’approximation des forces aérodynamiques........ 38
344 Détails numériques sur les approximation des forces
ACTOAYNAMIGUES .veeuvrrvrereeerrenereresterieessteesreeaessressessreasasasansssssesresrsenses 39
CHAPITRE4  REDUCTION DU MODELE AEROSERVOELASTIQUE.............. 40
4.1 INEEOQUCHION .ottt ettt ere s ae e ae e s nne 40
4.2 Algorithme de Luus Jakola .......ccovvviiieniniecccceecn, 43
CHAPITRE 5 RESULTATS ET INTERPRETATION........oovimeiiicererrisnesesnins 45
5.1 Résultats numériques de [’approximation par la méthode de Padé..... 45
52 Résultats numériques de P’approximation par les polynémes de
Padé-ChebyShev. ..ot 73
53 Résultats numériques sur la réduction de I’ordre du systéme............. 85
54 Résultats numériques de 1’analyse de battement..........cccoeeevveveennnnen. 87
5.4.1 Boucle ouverte (Méthode pk).....coovvvveveeviiiieeeccee e 88
542 Boucle fermée (Methode p) ...cooeevvevieeciceieccreesece e 93
CONCLUSION  eciicieriertecnii ettt estectsnesee st eots st seeeseeana et asaesessaesrensenessessnesssneanes 98
ANNEXE LE MODELE DE TEST DE L’AVION ATM ....coo.iveieeeeeesiseveesere e 100
BIBLIOGRAHIE .ottt sne st ete sttt et s s bbb e e s b evenbaneeseensebeneas 107



Tableau I

Tableau II

Tableau II1

Tableau IV

LISTE DES TABLEAUX

Page

Erreur € d’approximation calculée par les fractions rationnelles de

Comparaison de D'erreur & d’approximation calculée par les
polyndmes de Padé-Chebyshev .....cocoveirieoiiiiieniiiieneeeccneeeee 84
Comparaison de battements en boucle ouverte selon les méthodes
' APPTOXIMALION. c.ee it ciieeerie ettt eere s e st e st seteessaesaene 92
Comparaison de battements en boucle fermée selon les méthodes

Q' APPTOXIMALION. ...ereuiiieeureteeresiestretetater et ssceneeras s e e saseeetesatenesresaesseses 97



Figure 1-1
Figure 1-2
Figure 1-3
Figure 1-4
Figure 1-5
Figure 2

Figure 3

Figure 5-1
Figure 5-2
Figure 5-3
Figure 5-4
Figure 5-5
Figure 5-6
Figure 5-7

Figure 5-8

Figure 5-9

LISTE DES FIGURES

Page
Domaine de 1'aéroservoélasticité........cevvieierenirerenreneciisieeeere s 2
Architecture du logiciel ADAM......oiiiiiveciiiieeceerins e 4
Architecture du logiciel ISAC......cccoiviriiiiecvecrecec s 5
Architecture du module ASE de ZAERO .....ccovviviiiininccnicrciieereenn, 7
Architecture du logiciel STARS ..o 7
Algorithme de la méthode ph.......ccovrivvicenieiii s 18
Organigramme de l'approximation des forces aérodynamiques.............. 38

Approximation de Q,(2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre
[4,2] au voisinage de X=0.0 .c.cceoerieriiieeeteeree e 46
Approximation de O04(2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre
[4,2] au voisinage de X=0.5 ......cooeievieienricreeceiseee e e e 46
Approximation de 04(2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre
[4,2] au voisinage de x=1.0 ...ccoviiiieencctece st 47
Approximation de Q42,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre
[4,2] au voisinage de x=0.0 ......ccoveevireirerceriese e 49
Approximation de O42,3) par une fraction rationnelle de Pad¢ d'ordre
[4,2] au voisinage de x=0.5 .....cccoovoeirinnrerencre e 49
Approximation de 0«(2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre
[4,2] au voisinage de x=1.0 ..o 50
Approximation de (J(2,3) par une fraction rationnelle de Pad¢ d'ordre
[4,2] au voisinage de x=0.0 .......cccoueviverrnireneee e 52
Approximation de ((2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre
[4,2] au voisinage de X=0.5 .....c.cccevrriireniirreree et 52
Approximation de ((2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre

[4,2] au voisinage de x=1.0 .....cooceveniiiniccccen e 53



Figure 5-10

Figure 5-11

Figure 5-12

Figure 5-13

Figure 5-14

Figure 5-15

Figure 5-16

Figure 5-17

Figure 5-18

Figure 5-19

Figure 5-20

Figure 5-21

Figure 5-22

Figure 5-23

vili

Approximation de 0,(2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre
[10,8] au voisinage de x=0.0 ........c.cecerirercieerinerieene e 55
Approximation de O«{2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre
[10,8] au voisinage de x=0.5 ......ccccerivirerieeirecenir e 55
Approximation de Q42,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre
[10,8] au voisinage de x=1.0 ccocviveeriecieeerecee et 56
Approximation de (J;,(2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre
[10,8] au voisinage de X=0.0 ......cooiivvecrriecieecceereese e 58
Approximation de (J(2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre
[10,8] au voisinage de x==0.5 ......ccooivivieerieeevrereee e 58
Approximation de Q«2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre
[10,8] au voisinage de X=1.0 oo iivivii e 59
Approximation de Q(2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre
[10,8] au voisinage de x=0.0 .....cccocervmrveiineriereeeie e 61
Approximation de O(2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre
[10,8] au voisinage de x=0.5 .....ccevrverieninnenirere e 61
Approximation de 0(2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre
[10,8] au voisinage de x=1.0 ....ccoiincriiniieneceere s 62
Approximation de Q,{(2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre
[14,12] au voisinage de X=0.0 ....c.ccoriniriirireiienterceee e 64
Approximation de 0,(2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre
[14,12] au voisinage de X=0.5 .....c.ccceerrrerririeeecree e 64
Approximation de ,(2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre
[14,12] au voisinage de x=1.0 .....cccccovvrviiriinienineer e 65
Approximation de 0«2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre
[14,12] au voisinage de x=0.0 .....c..cccooevreriiirinenererieenreeeeeeeeseenens 67
Approximation de 0«2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre

[14,12] au voisinage de x=0.5 ....ccorriiiriiirenirrece e 67



Figure 5-24

Figure 5-25

Figure 5-26

Figure 5-27

Figure 5-28

Figure 5-29

Figure 5-30

Figure 5-31

Figure 5-32

Figure 5-33

Figure 5-34

Figure 5-35

Figure 5-36

Figure 5-37

Figure 5-38

ix

Approximation de J42,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre

[14,12] au voisinage de x=1.0 ..ccccvverrieiieieirecenceie e, 68
Approximation de ((2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre
[14,12] au voisinage de x=0.0 ......cccorirriiiiiiriicrreereere et 70
Approximation de ((2,3) par une fraction rationnelle de Padé¢ d'ordre
[14,12] au voisinage de x=0.5 .....cccorrviriiniirreenieerece et 70
Approximation de Q(2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre
[14,12] au voisinage de x=1.0 ..ccooeriivveciiieee e 71
Approximation de @42,3) par une fraction rationnelle de
Padé-Chebyshev d'ordre [4,2] ... 75
Approximation de @42,3) par une fraction rationnelle de
Padé-Chebyshev d'ordre [10,8] .....oovrieviniiiereeeeccrrece e 76
Approximation de @42,3) par une fraction rationnelle de
Padé-Chebyshev d'ordre [14,12] ...coovviviiernnienecnceecee e e 76

Approximation de (4(2,3) par une
Padé-Chebyshev d'ordre [4,2] e 78
Approximation de (42,3) par une
Padé-Chebyshev d'ordre [10,8]....ccooviiiveiieeecee e, 79
Approximation de ((2,3) par une
Padé-Chebyshev d'ordre [14,12] ..o 79
Approximation de (@(2,3) par une
Padé-Chebyshev d'ordre [4,2] ..o 81
Approximation de ((2,3) par une
Padé-Chebyshev d'ordre [10,8]..c..ccvviiniiieieccecccenccreecceeeeen 82

Approximation de ((2,3) par une fraction rationnelle de
Padé-Chebyshev d'ordre [14,12] ..o 82
Variation de Perreur d’approximation en fonction de la méthode
d’approximation WHHSEE ....oocovveiimiiieccerriieer e 85
Courbes de Nyquist des systemes original et réduit......c.coceeeveveiennnnnn, 86



Figure 5-39
Figure 5-40

Figure 5-41

Figure 5-42

Figure 5-43

Figure 5-44

Figure 5-45

Figure 5-46

Figure 5-47

Figure 5-48

Figure 5-49

Figure 5-50

Figure 5-51

Courbes de Bode des systémes original et réduit..........cceverenvvrriirirnnnens 87
Meéthode pk - Courbe de la fréquence en fonction de I’amortissement
pour une approximation de Padé d’ordre [4,2] ......cccocevvvenivrncnennnes 88
Méthode pk - Courbe de la fréquence en fonction de la vitesse
€quivalente pour une approximation de Pad¢ d’ordre [4,2]................... 89
Meéthode pk - Courbe de ’amortissement en fonction de la vitesse
équivalente pour une approximation de Padé d’ordre [4,2].....ccccennee 89
Méthode pk - Courbe de la fréquence en fonction de ’amortissement
pour une approximation de Padé d’ordre [8,6] ..cccooveevvrenciniireeenne. 90
M¢éthode pk - Courbe de la fréquence en fonction de la vitesse
équivalente pour une approximation de Padé d’ordre [8,6].......ccuue.... 91
Meéthode pk - Courbe de "amortissement en fonction de la vitesse
¢quivalente pour une approximation de Padé d’ordre [8,6].....cccccueen.ne 91
Méthode p - Courbe de la fréquence en fonction de ’amortissement
pour une approximation de Padé d’ordre [4,2] ...ooceeviiniicnncniccinniennens 93
Méthode p - Courbe de la fréquence en fonction de la vitesse
équivalente pour une approximation de Padé d’ordre [4,2].......cccnnee. 94
Méthode p - Courbe de I’amortissement en fonction de la vitesse
équivalente pour une approximation de Padé d’ordre [4,2].....c.cocoen... 94
Méthode p - Courbe de la fréquence en fonction de ’amortissement
pour une approximation de Padé d’ordre [8,6] ....c.cccvverecvveniireccinnes 95
Méthode p - Courbe de la fréquence en fonction de la vitesse
¢quivalente pour une approximation de Padé¢ d’ordre [8,6].......ccoeenene 96
Méthode p - Courbe de P’amortissement en fonction de la vitesse

équivalente pour une approximation de Padé d’ordre [8,6].....cceuvene.e. 96



LISTE DES ABREVIATIONS ET DES SIGLES

NOMENCLATURE
b Demi longueur de corde
c Longueur de corde de 1’aile
D Matrice modale d’amortissement
D, Matrice modale d’amortissement pour » modes élastiques
Dy Matrice modale d’amortissement pour N nceuds
k Fréquence réduite
K Matrice modale d’¢lasticité structurelle
K. Matrice modale d’élasticité structurelle pour #» modes élastiques
Knn Matrice modale d’élasticité structurelle pour N nceuds
M Matrice modale d’inertie et de masse
Mach Nombre de Mach
M. Matrice modale d’inertie et de masse pour » modes élastiques
MnxN Matrice modale d’inertie et de masse pour N nceuds
q Coordonnées généralisées non dimensionnelles en fonction du temps
0 Matrice modale des forces aérodynamiques généralisées
Coordonnées généralisées non dimensionnelles pour les modes de
% commande
Ja Pression dynamique
Coordonnées généralisées non dimensionnelles pour les modes
e ¢lastiques
Q Partie imaginaire de O
Qnx Matrice modale des forces aérodynamiques généralisées pour N noeuds
qr Coordonnées généralisées non dimensionnelles pour les modes rigides
Qr Partie réelle de QO



Vitesse vraie

Vo Vitesse au sol
Vg Vitesse équivalente
Xs Localisations des capteurs
. Matrice modale des coefficients d’amortissement
O Coordonnées généralisées en fonction de la fréquence
Ne Coordonnées généralisées des modes de contrdle
Ne Coordonnees généralisées des modes ¢lastiques
Nr Coordonnées généralisées des modes rigides
Matrice modale de forme
Rapport de la vitesse équivalente a la vitesse au sol
Fréquence naturelle
O Densité de I’air
Po Densité de ’air au sol
0 Rapport de la densité de I’air a la densité de I’air au sol
ABREVIATIONS
ADAM Analog and Digital Aeroservoelasticity Method
AE Aéroélasticité
ASE Aéroservoélasticité
ASTROS Automated STRuctural Optimisation System
BIBO Bounded-Input Bounded-Output (Entrée bornée et sortie bornée)
DCA Differential Correction Algorithm
DLM Doublet Lattice Method (Méthode des doublets)
FAMUSS Flexible Aircraft Modeling Using State Space
ISAC Interaction of Structures, Aerodynamics and Controls
LS Least Square (Moindres carrées)



LRSM
LRSRM
MIMO
MP

MS
STARS
ZAERO

Low Rank Schur Method

Low Rank Square Root Method

Multiple Inputs Multiple Outputs (Multiple entrées et multiple sorties)
Matrix Pade

Minimal State (Etat minimal)

STructural Analysis RoutineS

Zona Aerospace de Zona Technologies



INTRODUCTION

L'aéroservoélasticité ASE est l'interaction entre les trois disciplines suivantes :
'aérodynamique, la structure flexible (l'aéroélasticité) et les servocommandes sur un

avion flexible & commande électrique.

Un aspect fondamental de cette analyse est la conversion de forces aérodynamiques du
domaine fréquentiel & (la modélisation de [D’avion par des ¢éléments finis en
aéroélasticité AE) dans le domaine de Laplace s (la simulation du systéme en temps

réel en aéroservoélasticité ASE).

Dans le premier chapitre, une recherche bibliographique sur les logiciels existants en

acroservoélasticité ASE est présentée. Les trois méthodes classiques d’approximation

des forces aérodynamiques du domaine de fréquence Q(k) dans le domaine de Laplace

Q(s) sont "Least Squares" LS, "Matrix Padé" MP et "Minimum State" MS.

Dans le deuxieme chapitre, on décrit les principes fondamentaux de I’aéroservoélasticité

qui sont utilisés dans ce travail.

Dans le troisiéme chapitre, on présente la méthode d’approximation de Padé par les

fonctions rationnelles.

Dans le quatritme chapitre, on ¢étudie la réduction de Pordre du modele

aéroservoélastique de ’avion par la méthode de Luus-Jakola.

Dans le cinquieéme chapitre, on procéde a la présentation et a I’analyse des résultats

obtenus dans le cadre de cette étude.



CHAPITRE 1

RECHERCHE BIBLIOGRAPHIQUE

1.1 Introduction

Les principaux soucis en aéronautique sont liés a la stabilité et & I’efficacité des avions.
Ceux-ci vont introduire la nécessité des études des interactions aéroservoélastiques entre
les systémes de commande active et I’avion flexible, pour assurer a I’avion la stable
vis-a-vis des perturbations dues aux turbulences et aux rafales ainsi que pour augmenter
les performances des surfaces de contrble. La théorie multidisciplinaire de
Paéroservoélasticité’ est basée sur Dinteraction entre I’aérodynamique, la

servocommande et la structure flexible d’un avion selon le diagramme de la figure 1-1.
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Figure 1-1 Domaine de l'aéroservoélasticité



Dans les paragraphes qui suivent, nous allons effectuer un survol de la littérature en
aéroservoeélasticité. En premier lieu, on va présenter la recherche bibliographique sur les
logiciels d’analyse en acéroservoélasticité, et en deuxiéme lieu, on va présenter la
recherche bibliographique sur les méthodes classiques pour la conversion des forces

a¢rodynamiques du domaine de fréquence au domaine de Laplace.

1.2 Recherche  bibliographique sur les logiciels d’analyse en

aéroservoélasticité

Plusieurs logiciels d'analyse en aéroservoélasticité sont utilisés dans [’industrie
aéronautique tels que ADAM® (Analog and Digital Aecroservoelasticity Method),
FAMUSS® (Flexible Aircraft Modeling Using State Space), ISAC* (Interaction of
Structures, Aerodynamics and Controls), ASTROS>®" (Automated STRuctural
Optimisation System), ZAERO® de Zona Technologies, STARS® (STructural Analysis
RoutineS) et MSC/NASTRAN. Nous allons décrire briévement ces logiciels dans les
paragraphes suivants. 11 faudrait souligner le fait que notre description est organisée en
ordre chronologique, ¢’est-a-dire qu’elle commence par le plus ancien logiciel ADAM et

finit par les plus récents logiciels. Le logiciel utilisé dans notre these est STARS.

1.2.1 ADAM (Analog and Digital Aeroservoelasticity Method)

L’architecture du logiciel ADAM est donnée dans la Figure suivante.
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Figure 1-2  Architecture du logiciel ADAM

Le logiciel ADAM?, développé par AFWAL (Air Force Wright Aeronautical
Laboratories), combine les méthodes d’analyse des forces aérodynamiques non
stationnaires agissant sur des systémes de commande avec plusieurs entrées et plusieurs
sorties (MIMO) avec la dynamique structurelle d’un avion dans un module congu pour

I’analyse interactive.

1.2.2 FAMUSS (Flexible Aircraft Modeling Using State Space)

FAMUSS® est un logiciel d’aéroservoélasticité développé par McDonnell Aircraft
Company, utilisé pour construire un modeéle linéaire équivalent dans l'espace d'état et
invariant dans le temps pour étudier la réponse d’un avion flexible en
aéroservoélasticité.

Le modele d’état produit par cette approche a un plus petit ordre que celui obtenu par
des fonctions rationnelles, et n’introduit pas des termes de retard additionnels comme

ceux introduits par les fonctions rationnelles.



1.2.3 ISAC (Interaction of Structures, Aerodynamics and Controls)
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Figure 1-3  Architecture du logiciel ISAC

Le logiciel ISAC* est développé par les laboratoires de la NASA Langely Reserch
Center et permet d’étudier et d’analyser les interactions entre la structure flexible de
P’avion, les forces a¢rodynamiques et les systémes de commande active d’un avion.
Figure 1-3 montre ie modele d’avion en boucle fermée modélisé dans le logiciel ISAC

oli ’on retrouve les informations suivantes : 77 est un bruit blanc 2 Pentrée du systéme
qui génére un angle d’incidence a, pour la rafale; & est la deflexion des surfaces de
commande; u est la commande des actionneurs; u,, est le vecteur de commande

externe; & est le vecteur de coordonnées généralisées et y est le vecteur de sortie du

systeme.

1.2.4 ASTROS (Automated STRuctural Optimisation System)

ASTROS™" (Automated STRuctural Optimisation System) est un logiciel de
conception multidisciplinaire et d’analyse de structures aérospatiales. Il combine les
algorithmes d’optimisation mathématique avec les disciplines d’analyses structurelles

traditionnelles pour fournir un modéle automatisé de la structure d’un avion.



Le logiciel ASTROS a été développé par un consortium de Northrop et Air Vehicles
Directorate. La derniére version permet au concepteur de définir des fonctions et des
contraintes objectives multidisciplinaires; ce qui permet de minimiser ou de maximiser
des fonctions définies par I'utilisateur comprenant les parametres liés a la conception
structurelle (le poids, les contraintes, les déplacements, les modes de vibrations, les
fréquences...), a P’analyse aéroélastique (la réponse de ’avion aux rafales) et & la
conception des commandes de vol (Iefficacité des surfaces de contréle, les demandes de

puissance de contrdle et les déflexions des surfaces de contréle).

1.2.5 ZAERO

ZAERO® est un logiciel multidisciplinaire développé par la compagnic ZONA
Technologies (cette compagnie a ¢été constituée par plusieurs personnes qui ont déja
participé au développement du logiciel ASTROS) dans le domaine de l'aérodynamique,
I’aéroélasticité, 1’aéroservoélasticité, I’aérothermodynamique et 1’aérothermoélasticité
dynamique structurelle. On présente ici un schéma simplifi¢ du module

aéroservoélastique du logiciel Zaero :
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Figure 1-4  Architecture du module ASE de ZAERO

1.2.6 STARS (STructural Analysis RoutineS)

L’architecture du logiciel STARS’ est donnée dans fa Figure 1-5.

R
DL .

Figure 1-5  Architecture du logiciel STARS

Le logiciel STARS® développé par les laboratoires de la NASA Dryden Flight Research

Center est trés répandu dans ’industrie aéronautique. Nous allons utiliser le logiciel



STARS dans notre thése pour valider notre nouvelle méthode pour les approximations
des forces aérodynamiques non stationnaires du domaine de fréquence au domaine de
Laplace. STARS utilise la méthode d’approximation des forces aérodynamiques non
stationnaires par des moindres carrées (Least Squares LS) en utilisant uniquement deux

termes de retard.

1.3 Méthodes classiques d’approximation des forces aérodynamiques

Dans les méthodes classiques en aéroélasticité, les forces aérodynamiques
non-stationnaires dans le domaine de fréquence (k) sont calculées par des logiciels
d’éléments finis tel que STARS™? ou NASTRAN' en utilisant les méthodes des
doublets (Doublet Lattice Methods) ou DLM. Par contre, en aéroservoélasticité'?, les
forces aérodynamiques seront approchées du domaine de fréquence Q(k) au domaine de
Laplace Q(s).

La dépendance en s des forces aérodynamiques est irrationnelle méme pour des cas de
figures trés simples comme les écoulements incompressibles potentiels en deux
dimensions sur un profil d’aile d’avion. Dans les années 50, Theodorsen a montré que
(O(s) dépendait de s a travers les fonctions de Hankel". Quelques années plus tard,
Wagner® a trouvé une premiére approximation rationnelle pour les forces

aérodynamiques non stationnaires en s.

Une deuxiéme approche pour Q(s) serait d’utiliser les approximations de Padé pour
chaque terme de la matrice des forces aérodynamiques non stationnaires’®. Cette
approche est basée sur une approximation par une fraction rationnelle P(s)/R(s) pour
chaque terme de la matrice aérodynamique, ou P(s) et R(s) sont deux polyndmes.
Chaque racine de R(s) fait apparaitre un état, qu’on appellera état augmenté, dans le

systeme linéaire invariant dans le temps final. Ainsi, si la matrice de départ était d’ordre



N, et si on suppose une approximation Padé d’ordre M, alors on introduira N(N+M) états
augmentés. Afin de ne pas introduire autant d’états augmentés, Roger a proposé de
représenter O(s) sous une nouvelle forme'* qui introduit N x M modes supplémentaires

(ici N=nombre de modes de départ) et 5 sont les termes de retard aérodynamiques.

Bien que trés bonne, la méthode de Roger est basée sur le fait que les termes de retard
aérodynamiques (les ) ne changent pas et sont les mémes pour tous les éléments de la
matrice de forces aérodynamiques (seuls les coefficients des numérateurs changent).
Cette méthode est connue sous le nom de méthode LS" (Least-Squares ou moindres
carrés) et elle est encore utilisé dans des logiciels comme STARS’. Une méthode
similaire 4 la méthode LS a été proposée par Vepa' qui utilise les mémes dénominateurs
pour chaque colonne de la matrice Q(s). Différentes améliorations ont été apportées a
ces deux méthodes présentées. Ainsi, on peut contraindre les approximations & passer
par certains points. Il est en effet usuel d’imposer que 1’approximation soit une

approximation exacte en z¢éro et en deux autres points convenablement choisis.

Généralement on choisit un point représentant la fréquence de battement estimée et un
autre point représentant la fréquence de la rafale. L’appellation des méthodes devient :
la méthode ELS'® (Extended Least-Squares) et la méthode EMMP'™® (Extended
Modified Matrix-Padé).

Dans son article, Karpel'® propose une approche complétement différente des deux
approximations précédentes. En sachant dés le départ que le but est de trouver un
systéme linéaire invariant dans le temps, il incorpore cette information directement dans
I’équation qui donne les forces aérodynamiques non stationnaires en rajoutant un terme
qui ressemble a une fonction de transfert d’un systéme linéaire. Karpel désire trouver un
systéme linéaire de dimensions raisonnables, alors il écrit I’approximation sous la forme

MS" (Minimum State). L’avantage de cette méthode par rapport & la méthode LS de
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Roger'* est qu’elle permet d’obtenir une approximation aussi précise que celle de Roger

mais avec un nombre inférieur d’états augmentés,

On voit que ’approximation fait apparaitre le terme D[s[ —R]'1 E qui peut étre vu

comme une fonction de transfert d’un systéme linéaire. La matrice R est choisie comme
étant diagonale et c’est sa taille qui nous permet de décider du nombre d’états augmentés

qui seront introduites.

Toutes les méthodes décrites ci-dessus permettent d’approcher les forces
aérodynamiques non stationnaires pour un seul nombre de Mach. Afin d’avoir une
approximation pour plusieurs nombres de Mach (ou pour un nombre de Mach en
particulier) il faudra refaire toute la démarche d’approximation ce qui peut étre assez

lourd en temps de calcul.

En utilisant la méthode MS et en considérant une dépendance réguliére par rapport au

s 202
nombre de Mach, Poirion”™!

construit une approximation qui permet de calculer les
forces a¢rodynamiques non stationnaires pour un ensemble de nombres de Mach et pour
une plage de fréquences. 11 utilise plusieurs approximations MS, obtenues pour plusieurs
nombres de Mach fixeés, et proceéde ensuite en utilisant une interpolation par splines pour
la dépendance en Mach. 11 obtient ainsi une formule qui permet de calculer les forces
aérodynamiques pour tout couple (k, Mach) ou k est une fréquence réduite et Mach est
le de nombre de Mach, la formule d’approximation ¢€tant valide pour tout

(k,M) € [kmin,kmax] X [Mmin,Mmax] .

La méthode MS est trés intéressante au point de vue théorique, parce qu’elle introduit

2 .
222 mais elle

moins d’états augmentés pour une méme précision, voir Botez et Bigras
est fortement itérative”. Dans Particle™, les auteurs présentent une nouvelle approche
qui assure la convergence de la méthode d’approximation MS pour les forces

aérodynamiques généralisées dans 1’équation du mouvement de I’avion. Cette approche
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consiste dans le choix, pour chaque itération, d’un compromis optimal entre I’itération
présente et la derniére itération. Une comparaison avec les méthodes d’approximation

LS et MP est aussi présentée.

Les auteurs® réalisent une optimisation des forces aérodynamiques non stationnaires
pour D’analyse aéroservoélastique. La procédure développée ne suppose pas une
dimension aérodynamique fixée a priori du calcul de I'approximation comme dans
I’approche usuelle de MS. De plus, les contraintes imposées dans ’approche MS
indiquent qu’une optimisation non linéaire de retards est désirable, mais cette tache est
évitée par cette nouvelle approche. Le compromis entre la dimension du systéme
aéroélastique et ’exactitude de I’approximation n’est pas résolu parce que leur approche
garde toujours un large nombre d’états augmentés quand plusieurs modes de vibration
sont ajoutés. La réduction Hankel de ’ordre du modéle ou toute autre réduction de
I’ordre du modele peut étre utilisée pour obtenir un systéme aéroélastique d’une

dimension plus petite.

Les méthodes d’approximation doivent satisfaire deux criteres diamétralement opposés :
une approximation tres fidéle qui introduit un grand nombre de nombre de retards et un
systéme linéaire invariant dans le temps de petite dimension qui nécessite un petit

nombre de retards.

Il n’existe a ’heure actuelle aucune méthode qui permet de satisfaire ces deux critéres.

Dans deux articles récents, Botez et Cotoi**?

ont proposé une nouvelle approche qui est
basée sur une approximation de Padé trés précise. Les deux auteurs utilisent les
méthodes suivantes de réduction du systéme programmées en Matlab® : la méthode de
la réalisation minimale, la méthode de Schur et la méthode de BST-REM. Une
comparaison entre cette nouvelle approche et la méthode MS est présentée”. L’erreur de

cette nouvelle approche est de 12 & 40 fois plus petite que ’erreur de la méthode
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d’approximation MS pour le méme nombre d’états augmentés et elle est dépendante du

choix fait pour la méthode de réduction du modéle.

A la suggestion de Luus®, les auteurs ont utilisé la méthode de Luus-Jakola*’ pour la
réduction du systeme. Cette approche utilise la procédure dynamique itérative connue
sous le nom de procédure d’optimisation de Luus-Jakola (LJ). La formule
d’approximation choisie influence fortement ’ordre du modéle d’espace d’état. La
dimension du modéle va influencer a son tour I'efficacité des analyses ultérieures, donc
il est nécessaire d’obtenir un modele aussi petit que possible sans dégrader I’exactitude

de ’approximation.

La procédure LJ demande un effort de calcul plus petit que pour la réduction de ’ordre
du modéle, et elle est moins prédisposée aux erreurs numériques. Les techniques de
réduction de la théorie du controle s’adressent au systéme en entier et elles ne sont pas

trés adéquates pour les grands systémes.

Dans cette thése, on va présenter une nouvelle méthode d’approximation des forces
aérodynamiques du domaine de fréquence dans le domaine de Laplace pour les études
des interactions aéroservoélastiques. Cette méthode a été partiellement presentée™ au

Forum International dans I’ Aéroélasticité et Dynamique Structurelle IFASD 2003.



CHAPITRE 2

AEROSERVOELASTICITE

2.1 Modélisation structurelle de Pavion

Le modele aéroélastique est obtenu par une analyse vibratoire de la structure de ’avion
modélisé par les méthodes des éléments finis (voir Annexe A). L’avion est modélisé par

N nceuds. Chaque nceud i est défini par un vecteur & donnant la position et

’orientation du noeud par rapport & un repére lié a I’avion

£=[x y z 6, 6, 6,] pourl<i<N @2.1)
A 1équilibre, le neeud i est défini par le vecteur nominal &, » et le vecteur du
déplacement du nceud i est défini par :

g, =6 —¢, (2.2)

La matrice de masse M, incluant la masse m, et P'inertie /, de chaque nceud i est

donnée par une matrice (6x 6) correspondante aux 6 degrés de libertés du nceud i/ :

w[imb k] 03

0L, (%),

m 0 0
m=0 m 0
0 0 m
ou < I(y2+zz)dmi —j.(xy)dm,. “_[(xz)dmi
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Soit g =[q1 gy ]T le vecteur de déplacement de I’avion relatif aux N nceuds. La

dérivée de la quantité de mouvement de I’avion est donnée par :
M, - 014

(Myyg)=M,d= i . 1 | (2.4)
0 - My|ldy

a4
dt

ol M, , estla matrice d’inertie totale de I’avion de dimensions (6N x6N).

Un terme de rigidité K, et un terme d’amortissement D, , sont introduits dans la

dynamique de ’avion pour illustrer I’aspect flexible de 1’avion de telle sorte que la
résultante des forces élastiques appliquées sur I’avion va s’écrire sous la forme suivante :

Félastiques = __DN,Nq. - KN,Nq (25)
ol les matrices K, ,, et D, sont de dimensions (6N x6N).

La loi de la dynamique de Newton nous permet d’écrire :

Atgad)
T =My yd=—Dyyg—Byyg <= My g+ LDy yq+8, 4= (2.6)
2.2 L’analyse vibratoire de I’avion au sol

L’analyse vibratoire appliquée a ’avion permet de réécrire le systeme précédent (2.6) en
fonction des coordonnées généralisées 1 qui représentent I’état du systéme et qui sont

définies par I’équation suivante :

g(t)=on(t) 2.7
que 1’on notera par souci de simplification :

ou @ est la matrice de forme de dimensions (6N xn) et n est le nombre de modes de

vibrations de ’avion.
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Dans I’analyse aéroservoélastique, le vecteur généralisé 7 englobe les modes élastiques,

les modes rigides et les déflexions des surfaces de commande de P’avion de telle sorte

que :
T
77 = [nr 77@ 77(:] (2'9)
La matrice de forme ®© s’écrit sous la forme suivante :
cD:[(I)r D, (DL,] (2.10)

et I’équation (2.8) s’écrit sous la forme suivante :

1,
g=0n=[0, @, D] n |=07 +n +07, (2.11)

.

En aéroélasticité, on analyse uniquement les modes élastiques, alors le modéle
dynamique de 1’avion donné par I’équation (2.6) va s’écrire en fonction du vecteur de

coordonnées généralisées 77 sous la forme suivante :

Mgi+Dn+K.n=p(t) (2.12)
ot M,=0"M,,®, D,=0"D,,® et K,=0'K, @& représentent les matrices
modales d’inertie, d’amortissement et de rigidit¢ de dimensions (nx n) et @de

dimensions (N x n) et p(t) représente la somme des forces externes qui peuvent étre

formées des entrées de commandes données par le pilote sur les surfaces de commande

ou des rafales de vents.

2.3 Modélisation aérodynamique de ’avion

Les forces aérodynamiques non stationnaires appliquées sur ’avion sont en général sous

la forme suivante :
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P:zérodynamiques = _quN,N (k’M)q (213)
ou g, est la pression dynamique, £ est la fréquence réduite et g, , est la matrice des

forces aérodynamiques pour un nombre de Mach M et plusieurs fréquences réduites

données. Les forces aérodynamiques (J, , en fonction du vecteur des coordonnées

généralisées vont s’écrire sous la forme suivante :
0=0"Q, @ (2.14)
L’intégration des forces aérodynamiques données par 1’équation (2.14) dans 1’équation

(2.12) nous permet d’écrire 1’équation de mouvement de I’avion sous sa forme générale

suivante :
Meﬁ+D677+Ke77+qu(k,M)77=p(t) (2.15)
Les valeurs de la matrice Q(k,M ) e C™ des forces aérodynamiques non stationnaires

pour chaque fréquence réduite donnée et un nombre de Mach sont obtenus en utilisant
les méthodes des doublets DLM dans le logiciel STARS (STructural Analysis RoutineS)
sur le modele de test d’avion ATM.

Les forces aérodynamiques de 1’avion seront obtenus pour chaque nombre de Mach. On
va calculer les vitesses de battement, pour I’ATM, par les méthodes de battement p et pk
décrites dans la section suivante. Chaque vitesse de battement trouvée correspond 2 un
nombre de Mach et une altitude. Ces deux quantités sont les parametres principaux de

I’enveloppe de vol.

2.4 Les méthodes d’analyse de battement dans le modele ATM

24.1 La méthode d’analyse de battement pk (Boucle ouverte)

La structure de I’avion soumise aux forces aérodynamiques est définie par 1’équation

(2.15). Si l’avion n’est pas soumis aux forces extérieures p(¢)=0, alors I’équation
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(2.15) peut s’écrire de la fagon suivante avec une notation simplifiée, ol I’indice e a été

enleve :
MA(8)+ D)+ Kn () +q,0(k,M)n(t)=0 (2.16)
Ou:
a‘n(s) . dn(t
i(r) = ;S)etn(t)z ’;g) 2.17)

On va supposer en premier lieu que les forces aérodynamiques sont quasi stationnaires,

alors I’équation (2.16) devient linéaire et sa solution est :
n(t)=v,e"v 'n(0) (2.18)
ol 77(0) est la valeur initiale 4 'instant (¢=0) du vecteur de coordonnées généralisées

n -:[17l nn]T, A est la matrice diagonale composée des valeurs propres
A=diag(4, - 4,).Chaque valeur propre s’écrit sous la forme 4, =d, + jo,, o d,
est "amortissement et @, est la fréquence d’oscillations. La matrice ¥, est formée des

vecteurs propres associés aux valeurs propres du systeme.

L’équation précédente (2.16) va s’écrire sous la forme matricielle suivante :
.= - _ . |=4] (2.19)
M LM (K+q,0) -M ’DL 7

Plusieurs méthodes permettent d’approximer les valeurs propres du systéme
aéroservoélastique représenté par la matrice 4 et délimiter sa zone d’instabilité. Parmi
ces méthodes on retrouve la méthode pk qui se présente sous forme d’un algorithme
itératif qui calcule les valeurs propres du systéme pour chaque nombre de Mach M
donné. La méthode pk consiste a fixer un nombre de Mach M puis de calculer les valeurs

propres pour un ensemble de vitesses. A partir des valeurs propres, on pourra calculer
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les fréquences et amortissements. Le phénomene de battement apparait alors lorsque

I’amortissement devient positif.

V= Vmin I
M=Via
Y

! interpolation de Q(M) ‘

7

>y
k=ob/V
interpolation de Qfk)
Calcul des valeurs

; VAT T propres 1=djo;

steg

M=Via

Non
- 1
Tri des valeurs propres l k=k; l
C I+I d !
alcul de . ‘
Famortissement et de la ’ Interpolation de Q(M) ‘ !
fréquence y
¥ ' Calcul des valeurs ,
’ =it J propres A=d+jo, |
[ |
| I k.= wb/V l
1 I .
Figure 2 Algorithme de la méthode pk
24.2 La méthode d’analyse de battement p (Boucle ouverte)

La méthode p est un cas particulier de la méthode pk et elle est basée sur la
représentation non dimensionnelle de la méthode pk dont les variables sont normalisées.

L’équation de ’avion se retrouve sous la forme suivante :
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M3 +(D” +VJED5)17P +(K"+v K )" =0 (2.20)

o M" =M; szﬁK; D”:%D:&;JM;K; ;
0 0

1 1
Dg ='4‘k’PoczQ[ (k,M) et Kg :EpoczQR (k:M)

2.5 Formulation du probléme aéroélastique dans espace d’étates

L’équation de mouvement d’un avion soumis a une force extérieure p(t) s’écrit sous la

forme suivante :

M+ Dg+Kq+q,4,(k,M)q=p(t) (2.21)
ou g, = % pVletk= %/C_'_ sont respectivement la pression dynamique et la fréquence

réduite, ¢ est la corde du profil de I’aile et V' est la vitesse vraie.
A Détat d’équilibre et en vibration libre, ’équation de I’avion s’écrit sous la forme
suivante :

Mg+Kg=0 (2.22)
On utilise le changement de variable suivant: ¢=®7n et on applique a 1’équation

(2.21) en prenant soin de pré-multiplier de chaque coté par @', on obtient I’équation

suivante :

M+ Drj+ Kn+q,0(k, M)y = p(1) (2.23)
o8 M=0"M®,D=0"DO,K=0"KD,Q=0"A®,p=0"p, ® est la matrice
modale ®=[®, ®, ®;] et n est le vecteur de coordonnées généralisées

n=[n n 1)
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La matrice des forces aérodynamiques Q(k) obtenue par la méthode DLM est
approchée par la nouvelle méthode par une fraction rationnelle de telle sorte que I’on

puisse écrire :

= - (2.24)
l+bk+bk” +--+bk

(k)= a, +ak+-+a, k"

Par une division polynomiale basée sur les fractions partielle, on peut toujours mettre

cette fraction sous la forme suivante :
O(k) =y + A+ A" + Z (k) (2.25)
ol Z(s) est formé de fraction partielles irréductibles. Cette formulation est trés proche

de celle utilisée par la méthode LS, par souci de simplification, on adoptera la
formulation de la méthode LS pour construire le modele de ’avion dans 1’espace d’état.

On supposera alors que les forces aérodynamiques peuvent s’écrire sous la forme

suivante :
O(k) =4, + Ak + Ak* + k A+ k A, + (2.26)
k+ B, k+p,
En comparant les €quations (2.25) et (2.26) et on obtient :
k
Z(k)= A, 2.27
(] = 2 (2.27)
En substituant k par ik, on obtient alors :
l'k) (ik)
)= Ay A (i) A, () )y Ayt 2.28
O(i) = A+ A (k) () + T2 s .29
les termes en fraction peuvent se réécrire sous la forme suivante :
'k 2 ikf.
(k) _ LSS (2.29)
(iK)+Bj K+p] kK+p
Les conditions initiales données par 1’aéroélasticité sont les suivantes :
4y =0k (k) (2.30)
k
AIZQL)_.‘EB___{IA_ (2.31)
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ou k est la plus petite fréquence réduite, dont la valeur est proche de zéro, utilisée pour
calculer les valeurs de 4, pour j=0,1,2,--

En séparant la partie réelle de la partie imaginaire de ’équation (2.28), on obtient :

QR(k):QR (k)'Ao

A2
={—k2.7 kzk 71 kzk 21} Aa‘{ (2.32)
+ 5, + 5, 4,
=S, (k)4
k
Ql(k)ZQIIE )'"Al
4,
:[0 b b 2]} 4 (2.33)
k*+ f, k" + 5 y
=S, (k)4

Les coefficients inconnus sont déterminés en substituant I’expression de 4, donnée par
I’équation (2.31) dans I’équation (2.33).
En combinant les équation (2.32) et (2.33) pour un nombre donné de fréquences réduites

k,, on obtient le systéme suivant :

Op (k)] [ 8:(k)
(k) | | 5i(k) [ 4

: = : A, (2.34)

O (k) | | Salky) |L4

1O, (ky) ] LS (k) ]

Ce systéme peut s’écrire de maniere plus compacte sous la forme :

e

O=54 (2.35)
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La solution de 1’équation (2.35) obtenue par la méthode des moindres carrés est de la

forme suivante ;

A=[s" s] s70 (2.36)

En supposant un mouvement harmonique simple, I’équation (2.23) peut se réécrire alors

sous la forme suivante :

— —_— N2
Mﬁ+157?+1€77+@'{A077+A1-;%77+A2(%j n+ A4x + Ax, +"}:O (2.37)
ou
87
PN - (2.38)
AL
d’on ’on déduit :
5, +(2VL) Byx, =i (2.39)

pour j=1,2,---
L’équation (2.37) s’écrit alors aprés regroupement des termes semblables sous la forme

suivante ;

c

— 2
(1%+5A0)77+(ﬁ+ci§/—AIjﬁ+£M+§(2Vj A2]ﬁ+Z]‘A3xl+Q’A4x2+---=0(2.40)

que ’on peut réécrire sous la forme plus compacte suivante :
K+ Dr+ M#j+Gdyx, + GA,x, +---=0 (2.41)

L’équation matricielle regroupant les équations (2.38), (2.39) et (2.41) est de la forme :

ou €ncore ©

0 I 0 0
7 0 0 05 s g
A 77 -K -D “‘E]—As _5A4 77
0 M 0 0|7 y 7
fl= N4 (2.42)
0o 0o 7 olln| | O T —FAL 0 Ny
X X
0 0 0 7™ 0 / 0 _%'BZIJ 2



23

M5 =K' (2.43)
et
ar AN,
X=(M) K (2.44)
= Rx'

En regroupant le vecteur d’espace d’état x' comme suit :

=[m non A oxn xw) (1 9)]
=[% u]

L’équation (2.44) peut étre réécrite sous la forme suivante :

)% ‘Rll R12 ')’e
Haki

La premiére équation matricielle représente la dynamique de l'avion dont I’équation

(2.45)

d’état est de la forme suivante :
x= A%+ Bu (2.47)
Pour incorporer les lois de commandes pour le contrdle des mouvements de I’avion, il
est nécessaire de transformer 1’équation (2.47) du repére inertiel fixé a la terre vers le
repere lié & 'avion pour obtenir la forme suivante
k= B0 (A7 -7, )+ T B
= Ax+ Bu

(2.48)

ou 7;, la matrice de transformation des coordonnées de dimension (12x12) telle que :

:F—T‘O 2.49
"l 7 (2.49)

Les capteurs utilisés pour mesurer les déplacements et introduisent un terme matriciel 7,

obtenu par interpolation pour lesquels on réécrit les déplacement nodal par I’équation
suivante :
q,=1,@n

2.50
e (2.50)

ouCy=[T. @ 0 0 0]
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Les vitesses et accélérations sont alors donnés par le systéme suivant :

g, | | T,@7n
g | | 7@ (2.51)

=Cx

ou Clz{

T® 0 0 0
0 T® 0 0

En pré multipliant 1’équation (2.48) par C,, on obtient le systeme suivant :

Cx=CAx+CBu

(2.52)
=C,x+ D,u
En incorporant les équations (2.50) et (2.51), on obtient alors :
?s % + 0 (2.53)
= = X U .
y ?s c, D,
q,
ou sous forme générale :
y=Cx+Du (2.54)

Le systeme formé par les équations (2.48) et (2.54) représente 1’équation d’état de
I’avion flexible :
X=Ax+ Bu
(2.55)
y=Cx+ Du
Pour faire une analyse en aéroservoelasticité, il faut augmenter le systéme en y ajoutant

les éléments analogiques associés dont les capteurs et actionneurs selon le controleur.

La fréquence et I’amortissement associés au gain de la boucle peuvent étre calculés en
cherchant les valeurs propres de la matrice 4 pour plusieurs valeurs de fréquences

réduites k, et nombres de Mach. Par les méthode p et pk, on va calculer les battements

pour I’ATM en boucle ouverte et en boucle fermée.



CHAPITRE 3

APPROXIMATION DES FORCES ALRODYNAMIQUES

3.1 Introduction

Les valeurs de la matrice des forces aérodynamiques non stationnaires  sont obtenues
pour chaque fréquence réduite et nombre de Mach par les méthodes des doublets DLM
(Doublet Lattice Method) en utilisant le logiciel STARS fourni par les laboratoires de la

NASA DFRC. Ces forces aérodynamiques non stationnaires sont calculées pour un
ensemble de fréquences réduites {k1 k, - kp}et afin de réaliser I’étude de la
stabilit¢ du modele aéroservoélastique de I’avion, il est nécessaire de construire une

approximation de ces forces aérodynamiques du domaine de fréquences dans le domaine

de Laplace.

Cette approximation est réalisée en utilisant la démarche suivante en deux étapes :
Construction d’une approximation de Padé par identification des parameétres a partir
d’une interpolation par des polynémes orthogonaux.

Réduction de I’ordre du modéle par la méthode de Luus-Jakola.

En détail, si Q(S) est la matrice des forces aérodynamiques connue pour les valeurs des
fréquences réduites {kl k, - kp} , on construit dans un premier temps P, (s) un

polyndme d’approximation pour chaque €élément de la matrice. Une fois B, (s) connuy,

£ls)
0.(s)

méthode introduit une technique basée sur ’approximation de Padé pour la conversion

on construit une approximation de Padé pour chaque F, (s) Notre nouvelle
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des forces aérodynamiques et elle est basée principalement sur une interpolation par des
polyndmes orthogonaux pour construire une série de puissances qui va servir a une
interpolation par une fraction polynomiale par identification. On va commencer par

présenter dans ce chapitre les méthodes d’interpolation existantes dans la littérature.

3.2 Méthodes d’interpolation

Les méthodes d’interpolation® utilisées dans ce travail pour réaliser I’approximation des
forces aérodynamiques et comparer les résultats d’interpolation seront décrites dans les

paragraphes suivants.

3.21 Problématique générale

Tout d’abord, nous allons définir le probléme de l'interpolation d’une manicre générale

en supposant que ’on dispose d’un ensemble de points distincts {(x,., yi);i = 0---n} et

qu’on veut prédire la valeur y associée a toute donnée x telle que (x,. <x< xm) . Pour
cette raison, on doit trouver un polynéme d’interpolation de la forme suivante :
y=a,5(x)+aB(x)++a,P(x) (3.1

ou (B,P, -, P,) estlabase d’interpolation et {x,} est le support d’interpolation,

Dans le but de calculer les n+1 coefficients du polyndme d'interpolation de degré n, il
est nécessaire de fixer un certain nombre de contraintes. Si on peut déterminer n+1
contraintes, on peut espérer, selon la nature de ces contraintes, aboutir & une solution
unique. Si le nombre de contraintes est inférieur a3 n+1, le probleme aura plusieurs
solutions entre lesquelles il faudra choisir, ce qui n'est pas souhaitable (probleme sous
contraintes). Par contre, si l'on dispose de plus de n+1 contraintes, il est peu probable

qu'll existe une solution (sauf si certaines contraintes sont liées et traduisent la méme
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information). Dans ce dernier cas, on va rechercher le jeu de coefficients qui validera au
mieux cet ensemble de contraintes. On parle alors de minimisation (la méthode la plus
célebre est la minimisation aux moindres carrés ou régression linéaire) ou l'algorithme

de Newton-Raphson.

3.2.2 Interpolation par les polynomes de Lagrange

La méthode d’interpolation par les polynémes de Lagrange est la méthode la plus
connue car elle correspond a la base d'interpolation la plus simple : Pl.(xl.) =x ,ie la
base des mondmes et elle est sans erreur pour le support d'interpolation. Malgré sa

formulation explicite, elle reste complexe a mettre en ceuvre et ne permet pas de

retrouver la forme classique d'un polynéme en plus que sa complexité d’évaluation est

de O(nz).

3.2.3 Interpolation par les splines

Une autre méthode d’interpolation basée sur les fonctions splines d'interpolation permet
de calculer le polyndme d’interpolation en utilisant non pas une interpolation globale
mais une interpolation par morceaux. La plus utilisées des splines est dite spline cubique

car elle utilise un polynéme du 3™ degré comme polynéme d’interpolation et dont la

complexit¢ d’évaluation est de O(n) Les splines paramétrées sont utilisées pour les

courbes obtenus a partir de points donnés dans un plan dont la forme géométrique peut

étre complexe.
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3.2.4 Interpolation par les polynémes orthogonaux

L’interpolation par les polynémes orthogonaux quant a elle est présentée a l'aide de la
relation de récurrence dont la définition est donnée par la régle suivante :

11 existe une suite unique de polynémes p, tels que :

1) Le degré de p, est exactement n et le coefficient de x" est positif

2) Les p, sont orthonormés dans L [a,b], prn (x)p,, (x)w(x)dx =36,

Les polyndmes de Jacobi, de Chebychev et Hermite sont des exemples classiques de
polyndémes orthogonaux. Les polyndmes de Chebyshev de premiere espéce sont définis
par:
7y (x)=1
I(x)=x
T (x)=2xT, (x)- T (x)

et satisfont les relations d’orthogonalité suivantes :

- Osir#s

j =T, (x)T, (x)dx =1 zsir=s=0
aN1=-

e T sir=s%0
3.2.5 Interpolation par Krigeage

La méthode du Krigeage, du nom de son concepteur Krige, est une méthode
d’interpolation et d’extrapolation trés puissante. Elle est basée sur une méthode
statistique qui prend en considération les fluctuations aléatoires, la dérive et I’effet

pépite qui permet d’éliminer les erreurs dans un échantillon de données. Nous avons

utilisé dans cette thése la méthode de krigeage cubique avec un effet pépite de 10°.
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3.3 Méthodes classiques d’approximation des forces aérodynamiques

Le calcul des forces aérodynamiques non stationnaires O(k, Mach) est réalisé en régime
subsonique a [’aide des logiciels d’éléments finis tels que NASTRAN ou STARS par les
méthodes des doublets (Doublet Lattice Methods) ou DLM. L’approximation sur le plan
complexe permet de construire un prolongement analytique et une interpolation des
forces aérodynamiques. Nous allons survoler les méthodes classiques d’approximation

en premier lieu et présenter la nouvelle méthode dans les paragraphes suivants.

3.3.1 Méthode d’approximation LS (Least Square)

Une des méthodes classiques d’approximation des forces aérodynamiques Q(k, M) dans

le domaine de Laplace consiste & approcher les coefficients des forces aérodynamiques
calculées par les méthodes (DLM) dans le domaine fréquentiel par une approximation

par des polynomes de Padé de la forme suivante :

O(s)= 4y + 45 + 4,5 +ZA?+2 v (3.2)

En remplacant la variable de Laplace s = jk dans I’équation (3.2), on obtient :

Q(]k) Ay + A jk— A2k2+2 g kﬁ (3.3)

ou les coefficients 4, sont inconnus et les S, sont les coefficients de retard a calculer

par une méthode d’optimisation dont la fonction objectif est la minimisation de ’erreur

quadratique commise par I’approximation et définie par ’expression suivante :

7= LT T [0 ()0 (8,

1

e (75,))

(3.4)

ol k_estla p®™ fréquence normalisée et W
D

mnp

max (
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3.3.2 Méthode d’approximation MP (Matrix Padé)

Chaque colonne [Q]j de la matrice Q(s) s’écrit sous la forme matricielle suivante :

[0()], =[4], +[4] s+[4] 5 + 2l 4.a) (3.5)

I s+ B,
Les coefficients matriciels [4)] ,[4] et[4,] et /3 sont obtenus par les méthodes

classiques de moindres carrées LS.

3.3.3 M¢éthode d’approximation MS (Minimum State)

Une autre méthode d’approximation des forces aérodynamiques Q(k,M) dans le
domaine de Laplace consiste en la linéarisation des coefficients des forces
a¢rodynamiques calculées par les méthodes DLM dans le domaine fréquentiel en se
basant sur une approximation de Padé sous la forme suivante :
O(s)= 4, + As+A,s*+ D[sI -R]" Es (3.6)
En remplagant la variable de Laplace s = jk dans I’équation (3.6), on obtient :
O(jk) = 4, + 4 jk - Ak* + D[ jki - R]" Ejk (3.7)
ou R est la matrice diagonale des retards, D et £ sont des matrices qui assurent la

convergence de la solution. Le probléme reste toujours une optimisation mais cette fois-

ci avec les contraintes suivantes :
me{Q(o)}:me{Q(o)}; ERe{Q(jkf)}-:SRe{Q(jkf)} et Sm{Q(jkg)}:Sm{Q(jkg)}
Ces contraintes anticipées sont mesurées expérimentalement pour le battement (f:

flutter) et pour la rafale (g : gust).

-1

En utilisant la théorie des nombre complexes, [ jkI —RTl :(kzj +R2) [-jk -R], le

systeme est réécrit sous la forme suivante :
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O(jk,)= By, +DCy E+ j(B, +DC, E) (3.8)

P

5, =0,(0)-2[0,(0)-0,(k)
¢, =o[(kre ) (k- 2) e

k
B, =-20,(k
I, kg 1( g)

G, = D[(kgf +R) —(R1+ R ]Rkp

La solution est alors obtenue par une méthode quadratique en fixant chaque fois un
parametre parmi D et F pour assurer la convergence de la solution pour une fonction

objectif écrite sous la forme suivante :

J= ZJ,. (3.9)
ol
J =Y e (k)W (k,) (3.10)
et n
e (k) =0, (Jk,) -0, (Jk,) (3.11)

La fonction objectif (3.9) est minimisée pour chaque colonne et pour résoudre le
probléme exprimé par I’équation (3.10), nous devons solutionner 1’équation suivante
(3.12) pour chaque colonne de la matrice £.
AE =B, (3.12)
ou
4,=2 Cy D'WIDC, +C[ D'W:DC;
g (3.13)
B, = ZCI{,]DTW; (QRi (kp ) - BRm ) + C’];DTW;;»Z (Qli (kp ) - Bfip )
P

Pour chaque ligne de la matrice D, on solutionne [’équation (3.14) :
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D4, =B, (3.14)
ou
A4, =ZCT EWZE"Cy +ClEWE'C]

B, Z(QR( )-8 WEC +(0 k)~ B, ) EWIEC] (3.15)

L’avantage de cette méthode est qu’elle permet d’obtenir une approximation aussi

précise que celle de la méthode LS mais avec un nombre réduit de retards.

Toutes les méthodes décrites plus haut, sont trés exigeantes en terme de temps de calcul
du fait de leur nature itérative et du fait qu’elles introduisent un certains nombre de

retard pour assurer la convergence de ’approximation™*'>1°,

Dans notre nouvelle méthode d’approximation des forces aérodynamiques, nous
recherchons une bonne précision de 1’approximation et ’obtention d’une fonction de
transfert dont on pourra réduire ’ordre tout en gardant ses propriétés par une méthode

d’optimisation de Luus-Jakola®',

34 Nouvelle méthode d’approximation des forces aérodynamiques

Dans ce travail, on parvient a réaliser I’approximation des forces aérodynamiques et leur
conversion du domaine fréquentiel vers le domaine de Laplace en deux étapes :
L’interpolation des forces aérodynamiques par les polyndmes orthogonaux qui serviront

a générer une série de puissances.

A T’aide de la série de puissances calculé dans la premicre étape, on calcule les
coefficients des numérateurs et dénominateurs de la fraction rationnelle de Padé, par une

technique d’identification.
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34.1 Interpolation par les polynémes orthogonaux

L’approximation polynomiale des forces aérodynamiques fait apparaitre des matrices de
type Vandermonde qui sont mal conditionnées. La résolution numérique du systéme
linéaire qui a pour solution les coefficients du polyndme est peu fiable.

Afin de se débarrasser du mauvais conditionnement, nous présentons par la suite une
approximation qui utilise des polyndmes orthogonaux comme base de ’espace vectoriel

des polynémes de degré N .

Il est & noter que d’un point de vue théorique, le polynome obtenu est le méme que celui
obtenu en utilisant les polyndmes de Lagrange ou de Newton. Ceci est vrai car il existe
un seul polyndme de degré N qui passe par N +1 points. Toutefois, d’un point de vue
numérique, les résultats sont différents a cause du mauvais conditionnement de la
matrice Vandermonde. 11 faut noter que I'on n'obtient pas le méme systéme a résoudre
car:

N
0,5 (s)=> xs" donne un systéme de la forme ¥,x=b avec cond (V, )1

i=0
et

N
0,5 (s)=Y_ g, (s) donne un systéme de la forme Ay =b avec cond (A4)< cond (V)

i=0

Voici un algorithme utilisé comme une étape préliminaire dans [’approximation des
forces aérodynamiques non stationnaires et qui utilise des polyndmes orthogonaux

comme base de I’espace vectoriel des polyndmes de degré N .

Etant donnés :

m fréquences réduites [k, k, - k
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O.p (k) la valeur de la force aérodynamique mesurée pour chaque fréquence réduite

Alors :
>k
go(s) =1,q,(s)=5-+=—
m
Yo=m
Pour j =1lan-1
m 2
m 2 qu(k’):l
7; :Z]:qj(kl)] o =
il Y
v,
ﬂjﬂ ==t
-
qj'+1(s) =84; () =0 4; () ""/ngj—x ()
Fin
Pour K =1 ->n
2.9 (k)0 (k)
a, =42
Vi
Fin
Cet algorithme génére les coefficients [a1 a, - a,, a,] telsque’expression des

forces aérodynamiques s’écrit dans la base des polyndmes orthogonaux sous la forme

suivante ;

Qaﬂ (ki ) = lz:;aiql' (kz)

3.4.2 Génération des fractions rationnelles de Padé

Dans cette partie, nous allons décrire explicitement la démarche suivie pour implanter

I’approximation Padé par identification®® sur le logiciel Matlab®.
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N
Soit P, (x) un polynéme de degré N de la forme P, (x)=> cx', ou (c;)_ , sont
=0

calculés comme dans le paragraphe précédent. On désire calculer une approximation

rationnelle R(x) de B, (x) telle que

R(x)=——% =~ (3.16)

Pour y arriver, il faut trouver les coefficients (a j), L. et (bj), .., bar identification
jelor s
selon la démarche suivante :
E ax’

N .
Doxl =t (3.17)
=0 1+ijxj

j=1

L’équation (3.17) sera réécrite sous la forme suivante :

.
ay+ax+---+a.x

N
Cytex+eteyx’ = 3.18)
o Y 1+bx+---+bx’ (
En ramenant au méme dénominateur les termes de I’équation (3.18), on obtient :
(cotex++eyx )(1+bp+-+bx’ ) =a, +ax+-+ax (3.19)
L’équation (3.19) va s’€crire sous la forme compacte suivante :
> ebx™ = axt (3.20)
0sisN k=0
0<j<s

ou encore sous une forme mettant en évidence la série de puissances donnée par
I’équation (3.21) :

Jf(ic,.br_i = Zr:akxk (3.21)
i=0 k=0

En identifiant les coefficients des puissances dex dans [1’équation (3.21), on

obtient deux systémes sous la forme matricielle :
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Le premier systéme s’écrit sous la forme suivante :

¢ ¢y o G [ A ] ]
Crnt ¢, ot G || by ~Cri2
: : P = (3.22)
cr+s—2 Cr+s—3 Cr~1 bs-—l "‘Cr+s_1
L r+s~1 cr+s—2 C, Jb bs J L _‘Cr+s B

que l'on peut considérer comme un systéme linéaire dont les inconnues sont
T T r . . . a
[b, b, - b, bs] et que I'on peut résoudre par une décomposition LU suivie

d’une substitution.

Ce premier systtme est de la forme [4,]x[b]=[C] d’ou le vecteur inconnu

[6]=[4]" x[C] dont la dimension de 4, est (sxs), la dimension de C est (sx1) etla

dimension de best (s+1)x1

Le deuxiéme systéme s’écrit sous la forme suivante :

aG| |¢gc 0 0 0 O
a, ¢ ¢ 0 0 0]

a, |=lc, ¢ ¢ 0 0]b (3.23)
_ar n _Cr Cr—l cl CO A __bs _
. . T . : .
ou les inconnues [ao a o4 ar] sont calculées avec la formulation explicite

précédente qui s’écrit sous la forme [a]=[4]x[b], ou 4 est de dimensions

(r+1)x(s+1).
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L’algorithme pour calculer les coefficients de la fraction rationnelle R(x) a partir des

coefficients de la série de puissances est le suivant :

Etant donnés :

[e, ¢ - ¢, ¢, lescoefficients de la série de puissances

r degré du numérateur de la fraction rationnelle [a, a, - 4, a,]

s degré du dénominateur de la fraction rationnelle [5, & -+ b_ b,]
Alors :

Mat=zeros(s,s)initialisation de la matrice

B=zeros(s,1) initialisations coef. Dénominateur

Pour ligne=0 ->s-1 Mise en place du premier systéme linéaire
B(ligne+1)=-serie(r+ligne+1)
Pour colonne=0 ->s-1

Mat(ligne+1,colonne+1)=serie(r+ligne-colonne)

Fin
Fin
[Lu,pl=lu(Mat) Décomposition LU de la matrice MAT
s1=I\p*B -
denom=u\s1 -
denom=[1;denom]' -- Coefficient obtenus du dénominateur
B=denom -- Mise en place du deuxié¢me systeme

V=zeros(r+1,r-s+1)
Pour ligne=1 ->r+1
Pour colonne=1 ->r-s+1
Si ligne-colonne+1> 0
V(ligne,colonne)=serie(ligne-colonne+1)
Sinon

V(ligne,colonne)=0
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Fin
Fin
numer(ligne)=V(ligne,:)*B' -- Coefficient obtenus du dénominateur

Fin

3.4.3 Programmation de approximation des forces aérodynamiques

La mise en place des programmes d’approximation des forces aérodynamiques est
construite autour du principe décrit par I’organigramme suivant.

< Tomw T

Inifialisation des variables

Lacture du fichigr de données de
STARS pour Mach = M

— B nLigne : nombre de fignes

nCalannes ; nombre de colonnes.

i
i
—— X
l [ Ligne : 1
! | Colonnes : 1
Sl
N /v‘\
o a8 N\
—~—Qui Colonne >

nColonne Non

Interpolation par les polyndmes |
‘ Colonng - Colonne + 1 ‘ L orthogonaux i

y | ‘

[" Approximation Padé de |

i}

| Q(Ligne,Cotorne) i
| sl A —
M>08 . 2
[ AHichage des colsbes de |
Qr(Ligne,Colonne) et H )
1_,.M_E_i(';igﬂ?:£9|9ﬂ@)__mf | j
|
Oul
l

r Creation de données approximées
| Qr_approx

- .Qi_spprox

Figure 3 Organigramme de l'approximation des forces aérodynamiques
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3.4.4 Détails numériques sur les approximation des forces aérodynamiques

A partir de données contenant les forces aérodynamiques non stationnaires provenant du

logiciel STARS, on proceéde & ’approximation selon la méthode décrite plus haut.

Le fichier STARS GFORCE_PADE!1.DAT contient le vecteur des fréquences réduites

k;allant de 0.1000 a 1.0000 réparties quasi uniformément et représentés par le vecteur

Jreg :
[0.0100 0.1000 0.2000 0.3030 0.4000 0.5000 0.5882 0.6250 0.6667 0.7143 0.7692
0.8333 0.9091 1.0000].

Le logiciel STARS utilise une variable VBO = A pour générer les fréquences réduites

ce qui donne des valeurs qui ne sont pas parfaitement réparties de facon uniforme.

Le fichier STARS GFORCE_PADEI1.DAT contient aussi la partie réelle O, et la partie
imaginaire (J, des forces aérodynamiques sous forme matricielle. L’algorithme

développé dans le logiciel Matlab® permet de calculer ’approximation des forces

ac¢rodynamiques sous forme de fractions rationnelles.

Le programme d’approximation est exécuté pour plusieurs cas pour obtenir la
conversion des forces aérodynamiques sous forme de fraction rationnelle de Pad¢. Les

résultats sont présentés dans le chapitre 5.



CHAPITRE 4

REDUCTION DU MODELE AEROSERVOELASTIQUE

4.1 Introduction

L’application des méthodes modernes de contrdle et de simulation en aéroservoélasticité
nécessite la transformation de 1’équation de mouvement de I’avion en un systeme du
premier ordre dans 1’espace d’état. Pour assurer cette transformation, il faut tout d’abord
convertir les forces aérodynamiques obtenues dans le domaine fréquentiel en utilisant la

méthode DLM par des fonctions rationnelles de Padé dans le domaine de Laplace.

Le choix de la formule d’approximation est primordial dans le calcul de "ordre du
modele dans 1’espace d’état. Le modele le plus efficace est celui qui possede le plus petit
ordre possible et qui ne dégrade pas les performances de I’approximation des forces

aérodynamiques.

Dans ce chapitre, on va utiliser la méthode itérative d’optimisation de Luus-Jakola, car
cette procédure ne nécessite que peu de calcul et elle est mois susceptible aux erreurs du

calcul numérique.

Dans la partie d’approximation des forces aérodynamiques, nous avons réussi a
approcher chaque élément de la matrice des forces aérodynamique sous la forme d’une
fraction rationnelle :

0 (s)= a,+as+ota, s
v 1+bs+b,s* +---+b,s"

(4.1)
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Les coefficients du dénominateur doivent respecter le critére de stabilité de Routh-
Hurwitz, c'est-a-dire que les parties réelles des pdles du systéme sont tous négatives.
Le critére d’optimisation imposé par la méthode Luus-Jakola est la minimisation de
Perreur J commise par I’approximation de Padé, ot J est définie par :
A 2
J=Y 220, (7%,)-0,, (k) “2)
A 2O Y

ou k, est ’ensemble des fréquences reduites pour lesquelles on a mesuré les forces

aérodynamiques non stationnaires par la méthode des doublets DLM.
L’erreur peut étre trés petite méme si ’erreur sur chaque élément peut étre tres élevée
lorsque P'ordre n de 1’approximation augmente. Cependant, un choix judicieux et

différent pour chaque élément peut entrainer une erreur totale minimale.

Une fois 1’étape précédente accomplie, il est plus facile de mettre ’approximation des

forces aérodynamiques non stationnaires sous la forme suivante :
O(s) =4, + A5+ 4,8 +Z(s) 4.3)
ol A,, 4, et A, sont des matrices calculées numériquement et Z (s) une matrice formée

strictement de fonctions rationnelles propres.

La matrice Z(s) peut étre vue comme étant une fonction de transfert d’un systeme

linéaire stable a plusieurs entrées et plusieurs sorties (MIMO : Multiple Input, Multiple
Output). Ce systeme peut alors étre réduit dans 1’espace d’état temporel par des
méthodes de réduction d’ordre de systémes linéaire telle que la méthode de réalisation
minimale (Minimal realization and pdle-zéro cancellation), la méthode de réduction
basée sur la décomposition de Schur (Schur balanced truncation), la méthode
d’approximation de Hankel (Optimal Hankel norm approximation), la méthode balancée

de troncature stochastique (Balanced stochastic truncation (BST)*, etc...
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La méthode d’optimisation de Luus-Jakola est utilisée ici pour obtenir une réduction de

Pordre du systéme. Elle peut étre appliquée a chaque élément de la matrice Z (s) .
Pour chaque élément Z,(s) de la matrice Z(s), on peut calculer les coefficients
Aog,Algj,Azy et Cy, 5 Cp Gy tels que :

aOij + al,»jS Fene g an+2‘,.sn+2 5 Coi- + Cli.S R Cn_li‘S'h]
b4, 4 A st A, St ' (4.4)
§ i y 1+b s+-+b, s

¥

0, (s)= 1+b s+b, s +--+b, 5"

g

En identifiant terme a terme les puissances de 1’équation (4.4), on obtient le systeéme

d’équations que I’on peut €crire sous forme matricielle suivante :

10 0 0 0 - 0] 4] [a ]
bl,.,. 1 0 0 0O 0 AL-,- a,
bzy b1,,j 1 1 0 0 Azj a,
b, b 0 1 0l ¢ a
3 2 (" o |_ 3, (4.5)
b4,,— b3i; bz,-,. 0 0 0 G, a,
0 bny bn,-j 0 0 1 n-1; an+1y
I-—O O LY DY PR Y 1_ cnu an+2y

La premiere, la deuxiéme et la troisiéme ligne de 1’équation (4.5) nous donnent les
coefficients A, ,4, etA4, . Les coefficients {co € 5 Coy } sont calculés par
if if if i if ¥

substitution inverse.

Supposons que Z;(s) soit une approximation d’ordre » d’un élément (i, /) de Z(s)
correspondant & un élément de la matrice des forces aérodynamiques non stationnaires,
on peut alors écrire :

n—1
Gy, T S C, S

. (4.6)
l+b s+:+b, 5"

Z,(s)

L approximation de Z, () recherchée est de la forme :
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I-1
Xy + XS+ xS

ij (s)= 4.7)

!
Xp Xy S XS

oul<met{x, x - x,} sontlesinconnus.

4.2 Algorithme de Luus Jakola

La procédure d’optimisation de Luus-Jakola utilise une méthode de recherche
opérationnelle par la programmation linéaire pour solutionner le probléme
d’optimisation selon la méthode suivante :

Probléme : Calculer les valeurs de x,,x,,---,x, tel que I'indice de performance

I:f(xl,xz,---,xn) (4.8)
soit optimal en tenant compte des contraintes
g,.(xl,xz,n-,xn)SO,i=1,2,---,s (4.9)
Solution : En trois étapes suivantes :
Partant d’un point de départ quelconque x,,, choisir une matrice D diagonale formée de
nombres aléatoires dans Iintervalle [~1,+1] et une région r tel que :
x=Xx,+Dr (4.10)
Vérifier la faisabilit¢ de chaque point x en respectant les contraintes définies par

I’équation (4.9) et évaluer I’indice de performance donn¢ par I’équation (4.8) et garder la

valeur optimale de x

Apres chaque étape 1 et 2, x, est remplacé par la valeur optimale de x obtenue en 2 et

la région 7 est réduite par un facteur de 95% a chaque itération j tel que 7, =0.95r,

Cette algorithme est itératif est nécessite plusieurs itérations pour atteindre la fonction

objectif donnée par ’indice de performance.
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Nous avons défini la fonction objectif comme étant la somme des carrés des déviations

entre les forces aérodynamiques et leurs approximations telle que :
— 2 — 2
I:Z((%(Z(ja),))—iR(Z(ja)i))) +(S(Z(jwi))—S(Z(ja)i))) ) (4.11)
Les w; sont les fréquences choisis comme une suite géométrique telle que w,,, =1.1o,

dans le but d’obtenir plusieurs fréquences proches de zéro afin de mieux observer le

comportement en basses fréquences.

L’algorithme utilisé¢ dans cette étape est un extrait de la méthode utilisée par Luus-

Jakola®® pour réduire un systéme d’ordre quelconque dont la fonction de transfert a la

n—1
N(S) _ G, +clys+---+cn~lijs

fi Z. =
orme ”(S) D(s) 1+b1,.15+"'+bn,.j5n

en un systéme équivalent et de forme

I-1
. ) ~ ) x,+xS+-x .S
réduite dont la fonction de transfert est Z, (s)= (s) =0 -l

o =i

(s) X +x,s+%,,5 '



CHAPITRE 5

RESULTATS ET INTERPRETATION

S.1 Résultats numériques de approximation par la méthode de Padé

La simulation sur Matlab® de P’approximation des forces aérodynamiques par la
méthode de Padé™ est exécutée pour plusieurs cas de figures selon le voisinage de

’approximation de Padé et de [’ordre de ’approximation de Padé.

Dans les trois premiers cas suivants, nous allons calculer ’approximation de Padé
d’ordre [4,2] au voisinage d’un point x que 1’on va changer a chaque fois (x=0, x=0.5 et

x=1.0), c'est-a-dire au début, au milieu et a la fin de la plage des fréquences.

On va présenter les forces aérodynamiques non stationnaires par des approximations de
Padé d’ordre [4,2], [10,8] et [14,12] aux voisinages de x=0, x=0.5 et x=1.0. Les erreurs

seront présentées dans le tableau 1.

Nous avons choisi au hasard Pélément Q(2,3) dans la matrice des forces
aérodynamiques non stationnaires a titre d’exemple, les autres éléments de la matrices

sont approchés de la méme fagon.

On a comparé I’approximation par les fractions rationnelles de Padé avec d’autres
méthodes d’approximations classiques : Polynomiales, Krigeage, Splines et Chebysheyv.
L’erreur de I’approximation calculée par la méthode de Padé ou par les autres méthodes

d’interpolation est une erreur discrete donnée par ’€quation suivante :

P

0, (1%,)-0, (8, ) (5.1)
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Les figures 5-1, 5-2 et 5-3 montrent les approximations de Padé d’ordre [4,2] de la partie
réelle de 0(2,3), donc de I’élément O,(2,3) au voisinage des points x=0.0, x=0.5 et x=1.0

comparées a d’autres méthodes d’approximations.

Courbgs di lation des forces Jynamig

&

2 : : :

O @ Mesure : : :
-3} Pade-l42) Vaisinage de-x=0.0
- { Polynéraiale” : :
- 1 Krigs | : :
|- Spline:

-1:5+ Chebyshev....:

25 i ; H i H H H ; ; ;
s 01 02 03 04 05 08 07 08 08 1

Figure 5-1 Approximation de Q42,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre

[4,2] au voisinage de x=0.0

Courbes dintarpolation des forces
(1 2 A SRR s s SRR :
%] Mesure i B : H : H : :
~ 1 Padé~}4 2] Vaisinage de ¥=05
Polynamiale : :
06 - Kige -+ RN S ;
-~ Spline: : : : : : : : : ;
~1 Chebyshey : : : : ‘ : P

Qr23)

Figure 5-2  Approximation de 0(2,3) par une fraction rationnelle de Padé¢ d'ordre

[4,2] au voisinage de x=0.5



Figure 5-3

freq.

1) a1 02 83 04 65 06 07 08 09 1

[4,2] au voisinage de x=1.0
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Approximation de Q(2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre

Les erreurs commises par les approximations de Padé d’ordre [4,2] de la partie réclle de

0(2,3), donc de I’élément O2,3) au voisinage des points x=0.0, x=0.5 et x=1.0

comparées a d’autres méthodes d’approximations sont :

Erreur de 'approximation de 0,(2,3) Par une fraction rationnelle de Padé d'ordre [4,2]
Voisinage de x=0.0

Polynomiale

Padé

Krige

Spline

Chebyshev

0.0000844624
0.0003142340
0.0003287900
0.0001975407
0.0004165322
0.0002730611
0.0002491844
0.0003247084
0.0002322805
0.0000506296
0.0003815409
0.0003471496
0.0004785518
0.0001123708

0.0000844624
0.0003167505
0.0000674891
0.0036490534
0.0222247394
0.0840457159
0.2154056251
0.3038287917
0.4357445494
0.6359198623
0.9449715862
1.4303735821
2.2048048037
3.4537915879

0.0000006199
0.0000011593
0.0000002215
0.0000001100
0.0000003013
0.0000002702
0.0000001449
0.0000000369
0.0000000063
0.0000001308
0.0000004158
0.0000009359
0.0000034440
0.0000022414

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.6000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000425279
0.0000758785
0.0003714084
0.0003096888
0.0002257387
0.0003412503
0.0000946460
0.0002024526
0.0005017510
0.0005945674
0.0002487194
0.0004140791
0.0004363400
0.0006539551



Erreur de 'approximation de Q,(2,3) Par une fraction rationnelle de Padé d'ordre [4,2]

Voisinage de x=0.5

Polynomiale

Padé

Krige

Spline

Chebyshev

0.0000844624
0.0003142340
0.0003287900
0.0001975407
0.0004165322
0.0002730611
0.0002491844
0.0003247084
0.0002322805
0.0000506296
0.0003815409
0.0003471496
0.0004785518
0.0001123708

Erreur de l'approximation de (,(2,3) Par une fraction rationnelle de

0.0206244717
0.0034884855
0.0006325579
0.0002008404
0.0004166168
0.0002730611
0.0002493138
0.0003263929
0.0002465531
0.0000426813
0.0001347828
0.0022133403
0.0123120774
0.0523659941

Voisinage de x=1.0

0.0000006199
0.0000011593
0.0000002215
0.0000001100
0.0000003013
0.0000002702
0.0000001449
0.0000000369
0.0000000063
0.0000001308
0.0000004158
0.0000009359
0.0000034440
0.0000022414

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000425279
0.0000758785
0.0003714084
0.0003096888
0.0002257387
0.0003412503
0.0000946460
0.0002024526
0.0005017510
0.0005945674
0.0002487194
0.0004140791
0.0004363400
0.0006539551

Padé d'ordre [4,2]

Polynomiale

Padé

Krige

Spline

Chebyshev

0.0000844624
0.0003142340
0.0003287900
0.0001975407
0.0004165322
0.0002730611
0.0002491844
0.0003247084
0.0002322805
0.0000506296
0.0003815409
0.0003471496
0.0004785518
0.0001123708

2.8878658001
1.7842976283
0.9539355108
0.4433366098
0.1870703804
0.0630001269
0.0186955645
0.0102002319
0.0047442063
0.0018936703
0.0008374952
0.0003995004
0.0004776933
0.0001123708

0.0000006199
0.0000011593
0.0000002215
0.0000001100
0.0000003013
0.0000002702
0.0000001449
0.0000000369
0.0000000063
0.0000001308
0.0000004158
0.0000009359
0.0000034440
0.0000022414

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000425279
0.0000758785
0.0003714084
0.0003096888
0.0002257387
0.0003412503
0.0000946460
0.0002024526
0.0005017510
0.0005945674
0.0002487194
0.0004140791
0.0004363400
0.0006539551
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Les figures 5-4, 5-5 et 5-6 montrent les approximations de Padé d’ordre [4,2] de la partie

imaginaire de Q(2,3), donc de I’élément 04(2,3) au voisinage des points x=0.0, x=0.5 et

x=1.0 comparées a d’autres méthodes d’approximations.

Qiz3)

Figure 5-4

Figure 5-5

Courbes di lon des forces

Padé~J4 2] Vaisinage e x=0.0

Polynomiale | :
Krige

L Bpiine:
‘Chébyshey "

0.4

Approximation de 0«2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre

{4,2] au voisinage de x=0.0

Courbes dinterpolation ges forces aerodynamiquas

% Mesure | :
- Padé~[42} Visinage de x=0.5
... Polynomialé ;

-+~ Knge
~ Spline
heb!

Approximation de 0(2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre

[4,2] au voisinage de x=0.5



50

@ Mesurs : :
~ Padé~{4 2] ¥oisinage de x=1.0
< Palgromials : :
B I T O

- Spline -
- Chebyshey

Qi3

r H H ; i ; ; i ; H ;
o 0.1 02 03 0.4 05 06 07 0.8 09 1
fren

Figure 5-6  Approximation de 0«2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre

[4,2] au voisinage de x=1.0

Les erreurs commises par les approximations de Padé d’ordre [4,2] de la partie

imaginaire de (J(2,3), donc de 1’élément 0«2,3) au voisinage des points x=0.0, x=0.5 et

x=1.0 comparées a d’autres méthodes d’approximations sont :

Erreur de l'approximation de Q42,3) Par une fraction rationnelle de Padé d'ordre [4,2]
Voisinage de x=0.0

Polynomiale

Padé

Krige

Spline

Chebyshev

0.0000962655
0.0003862260
0.0005137380
0.0000135892
0.0004156814
0.0000661509
0.0002491578
0.0002369849
0.0001178365
0.0000929820
0.0002894656
0.0002216952
0.0003612218
0.0000894142

0.0000962655
0.0003860241
0.0005371007
0.0003721415
0.0020250807
0.0104510398
0.0302633814
0.0444543304
0.0667476558
0.1028901841
0.1635185368
0.2690119343
0.4598745054
0.8193388995

0.0000001445
0.0000000977
0.0000001119
0.0000000890
0.0000000274
0.0000000411
0.0000000631
0.0000000300
0.0000000501
0.0000000828
0.0000000295
0.0000002447
0.0000003620
0.0000000021

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0002119475
0.0001560421
0.0010969165
0.0001799605
0.0014541232
0.0001258067
0.0016065297
0.0017028347
0.0011954127
0.0000591510
0.0011930085
0.0013090858
0.0005031942
0.0014218320



Erreur de l'approximation de ¢0«2,3) Par une fraction rationnelle de Padé d'ordre [4,2]

Voisinage de x=0.5

Polynomiale

Padé

Krige

Spline

Chebyshev

0.0000962655
0.0003862260
0.0005137380
0.0000135892
0.0004156814
0.0000661509
0.0002491578
0.0002369849
0.0001178365
0.0000929820
0.0002894656
0.0002216952
0.0003612218
0.0000894142

Erreur de 'approximation de 9«2,3) Par une fraction rationnelle de Padé d'ordre [4,2]

0.0370719847
0.0100953472
0.0008860382
0.0000920655
0.0004163922
0.0000661509
0.0002494575
0.0002403851
0.0001429278
0.0000493862
0.0003901998
0.0026607009
0.0116124582
0.0413466913

Voisinage de x=1.0

0.0000001445
0.0000000977
0.0000001119
0.0000000890
0.06000000274
0.0000000411
0.0000000631
0.00000003060
0.0000000501
0.0000000828
0.0000000295
0.0000002447
0.0000003620
0.0000000021

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0002119475
0.0001560421
0.0010969165
0.0001799605
0.0014541232
0.0001258067
0.0016065297
0.0017028347
0.0011954127
0.0000591510
0.0011930085
0.0013090858
0.0005031942
0.0014218320

Polynomiale

Padé

Krige

Spline

Chebyshev

0.0000962655
0.0003862260
0.0005137380
0.0000135892
0.0004156814
0.0000661509
0.0002491578
0.0002369849
0.0001178365
0.0000929820
0.0002894656
0.0002216952
0.0003612218
0.0000894142

0.4949165795
0.2578343122
0.1139102871
0.0441437094
0.0160315661
0.0044597300
0.0008854435
0.0003535048
0.0001414264
0.0001811952
0.0003092525
0.0002237215
0.0003611927
0.0000894142

0.0000001445
0.0000000977
0.0000001119
0.0000000890
0.0000000274
0.0000000411
0.0000000631
0.0000000300
0.0000000501
0.0000000828
0.0000000295
0.0000002447
0.0000003620
0.0000000021

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
(0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0002119475
0.0001560421
0.0010969165
0.0001799605
0.0014541232
0.0001258067
0.0016065297
0.0017028347
0.0011954127
0.0000591510
0.0011930085
0.0013090858
0.0005031942
0.0014218320
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Les figures 5-7, 5-8 et 5-9 montrent les approximations de Padé d’ordre [4,2] de

I’¢lément O(2,3) au voisinage des points x=0.0, x=0.5 et x=1.0 comparées a d’autres

méthodes d’approximations.

Courbes di des forces
t% hesure
i} —- Padé~[4.2] Vaisinage de x=0.0
: Polyhomiale :
- Krigé :
- Splirie :
I Chebyshay T

Qi3

Figure 5-7  Approximation de O(2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre

[4,2] au voisinage de x=0.0

Figure 5-8  Approximation de ((2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre

[4,2] au voisinage de x=0.5



Figure 5-9

Qi3

- Krigé :

- Spiinte :

- Cheliyshey  ©
i

% Mesira :
i — - Padé~[42] Voisinage de x=1.0
-Palgnomiale: <o -rei

i J
06 1

[4,2] au voisinage de x=1.0

Approximation de (Q(2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre
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Les erreurs commises par les approximations de Padé d’ordre [4,2] de 1’élément O(2,3)

au voisinage des points x=0.0, x=0.5 et x=1.0 comparées a d’autres méthodes

d’approximations sont :

Erreur de 'approximation de ((2,3) Par une fraction rationnelle de Padé d'ordre [4,2]
Voisinage de x=0.0

Polynomiale

Padé

Krige

Spline

Chebyshev

0.0000948040
0.0003775835
0.0004934861
0.0000725860
0.0004157928
0.0001164634
0.0002491613
0.0002502240
0.0001383136
0.0000885971
0.0003031140
0.0002418485
0.0003786547
0.0000927432

0.0000948040
0.0003776793
0.0005013085
0.0013650798
0.0082597456
0.0319311803
0.0828850717
0.1174803113
0.1694918081
0.2492748229
0.3743432612
0.5750847304
0.9056228141
1.4645700139

0.0000002616
0.0000004292
0.0000001316
0.0000000920
0.0000001120
0.0000001050
0.0000000788
0.0000000310
0.0000000468
0.0000000906
0.0000001530
0.0000004083
0.0000012910
0.0000008110

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0001981868
0.0001480385
0.0010313945
0.0002017450
0.0013580681
0.0001702927
0.0014980827
0.0015891609
0.0011291157
0.0002220748
0.0011158197
0.0012295599
0.0004949566
0.0013464582



Erreur de l'approximation de ((2,3) Par une fraction rationnelle de Padé d'ordre [4,2]

Voisinage de x=0.5

Polynomiale

Padé

Krige

Spline

Chebyshev

0.0000948040
0.0003775835
0.0004934861
0.0000725860
0.0004157928
0.0001164634
0.0002491613
0.0002502240
0.0001383136
0.0000885971
0.0003031140
0.0002418485
0.0003786547
0.0000927432

Erreur de l'approximation de ((2,3) Par une fraction rationnelle de Padé d'ordre [4,2]

0.0353568614
0.0094956693
0.0008571311
0.0001124581
0.0004164216
0.0001164634
0.0002494387
0.0002533107
0.0001603487
0.0000485612
0.0003670189
0.0026065103
0.0117064208
0.0429502983

Voisinage de x=1.0

0.0000002616
0.0000004292
0.0000001316
0.0000000920
0.0000001120
0.0000001050
0.0000000788
0.0000000310
0.0000000468
0.0000000906
0.0000001530
0.0000004083
0.0000012910
0.0000008110

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0001981868
0.0001480385
0.0010313945
0.0002017450
0.0013580681
0.0001702927
0.0014980827
0.0015891609
0.0011291157
0.0002220748
0.0011158197
0.0012295599
0.0004949566
0.0013464582

Polynomiale

Padé

Krige

Spline

Chebyshev

0.0000948040
0.0003775835
0.0004934861
0.0000725860
0.0004157928
0.0001164634
0.0002491613
0.0002502240
0.0001383136
0.0000885971
0.0003031140
0.0002418485
0.0003786547
0.0000927432

1.1421903607
0.6888700736
0.3611093534
0.1655979563
0.0693140957
0.0231700489
0.0068143944
0.0037052156
0.0017215503
0.0007056620
0.0004182517
0.0002537556
0.0003784887
0.0000927432

0.0000002616
0.0000004292
0.0000001316
0.0000000920
0.0000001120
0.0000001050
0.0000000788
0.0000000310
0.0000000468
0.0000000906
0.0000001530
0.0000004083
0.0000012910
0.0000008110

0.0000000000
0.0000006000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0001981868
0.0001480385
0.0010313945
0.0002017450
0.0013580681
0.0001702927
0.0014980827
0.0015891609
0.0011291157
0.0002220748
0.0011158197
0.0012295599
0.0004949566
0.0013464582
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Les figures 5-10, 5-11 et 5-12 montrent les approximations de Padé d’ordre [10,8] de la
partie réelle de 0(2,3), donc de I’¢élément O(2,3) au voisinage des points x=0.0, x=0.5 et

x=1.0 comparées a d’autres méthodes d’approximations.

Courbes d' lation des forces 3
[ O TR AN AT IO e S
H : : : % Mesure : H
=~ Padé~{10 8] Voisinage de x=0.0
: : : Polynomiale; ; B
[ -] O S rige e

Spline
- Chebyshey :

QR 3)

; ; H H H i i H H
1) a1 02 03 0.4 0& 06 a7 0.8 08 1
feq,

Figure 5-10  Approximation de 0«(2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre

[10,8] au voisinage de x=0.0
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% | Mesuré . B : B B H :
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0.6 |4ige P , -
——{ Spiine : :
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@ :
o ;
5 :
0 IS R A S
i) 01 62 03 04 05 06 Q7 08 08 1
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Figure 5-11  Approximation de J«2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre

[10,8] au voisinage de x=0.5



Figure 5-12

:3 Meﬁure : :
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[10,8] au voisinage de x=1.0
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Approximation de 0(2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre

Les erreurs commises par les approximations de Padé d’ordre [10,8] de a partie réelle

de 0(2,3), donc de 1’élément O(2,3) au voisinage des points x=0.0, x=0.5 et x=1.0

comparées a d’autres méthodes d’approximations sont :

Erreur de l'approximation de J42,3) Par une fraction rationnelle de Padé d'ordre [10,8]
Voisinage de x=0.0

Polynomiale

Padé

Krige

Spline

Chebyshev

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000088
0.0000007148
0.0000172651
0.0001252352
0.0002334159
0.0004078785
0.0006198108
0.0006499764
0.0001671679
0.0026268757
0.0023189373

0.0000006199
0.0000011593
0.0000002215
0.0000001100
0.0000003013
0.0000002702
0.0000001449
0.0000000369
0.0000000063
0.0000001308
0.0000004158
0.0000009359
0.0000034440
0.0000022414

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000338098
0.0001735112
0.0000243152
0.0002331947
0.0000996963
0.0001858590
0.0000939594
0.0001719488
0.0001732769
0.0000741839
0.0000769017
0.0001319233
0.0000574445
0.0000323815



Erreur de l'approximation de Q,(2,3) Par une fraction rationnelle de Padé d'ordre [10,8]

Voisinage de x=0.5

Polynomiale

Padé

Krige

Spline

Chebyshev

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

Erreur de l'approximation de Q,(2,3) Par une fraction rationnelle de Padé d'ordre [10,8]

0.0008580212
0.0000369882
0.0000003508
0.0000000003
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000007
0.0000000358
0.0000008508
0.0000175942
0.0035356022

Voisinage de x=1.0

0.0000006199
0.0000011593
0.0000002215
0.0000001100
0.0000003013
0.0000002702
0.0000001449
0.0000000369
0.0000000063
0.0000001308
0.0000004158
0.0000009359
0.0000034440
0.0000022414

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.00000600000

0.0000338098
0.0001735112
0.0000243152
0.0002331947
0.0000996963
0.0001858590
0.0000939594
0.0001719488
0.0001732769
0.0000741839
0.0000769017
0.0001319233
0.0000574445
0.0000323815

Polynomiale

Padé

Krige

Spline

Chebyshev

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

1.9566623003
0.9405180985
0.3624515822
0.1116431870
0.0295025808
0.0060525600
0.0027025579
0.0007542519
0.0000435265
0.0000025729
0.0000000687
0.0000000003
0.0000000000
0.0000000000

0.0000006199
0.0000011593
0.0000002215
0.0000001100
0.0000003013
0.0000002702
0.0000001449
0.0000000369
0.0000000063
0.0000001308
0.0000004158
0.0000009359
0.0000034440
0.0000022414

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000338098
0.0001735112
0.0000243152
0.0002331947
0.0000996963
0.0001858590
0.0000939594
0.0001719488
0.0001732769
0.0000741839
0.0000765017
0.0001319233
0.0000574445
0.0000323815
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Les figures 5-13, 5-14 et 5-15 montrent les approximations de Padé d’ordre [10,8] de la
partie imaginaire de Q(2,3), donc de I’¢lément 042,3) au voisinage des points x=0.0,

x=0.5 et x=1.0 comparées a d’autres méthodes d’approximations.

Courbes di fation das forces dy
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Figure 5-13  Approximation de {,(2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre

[10,8] au voisinage de x=0.0

Courbes d fation des forces ly

fro,

Figure 5-14  Approximation de J«2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre

[10,8] au voisinage de x=0.5
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Approximation de 0«2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre

Les erreurs commises par les approximations de Padé d’ordre [10,8] de la partie

imaginaire de 0(2,3), donc de 1’élément 02,3) au voisinage des points x=0.0, x=0.5 et

x=1.0 comparées & d’autres méthodes d’approximations sont :

Erreur de 'approximation de Q42,3) Par une fraction rationnelle de Padé d'ordre [10,8]
Voisinage de x=0.0

Polynomiale

Padé

Krige

Spline

Chebyshev

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.00060000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000030
0.0000002474
0.0000062051
0.0000466538
0.0000872360
0.0001480521
0.0001875107
0.0000465262
0.0016380724
0.0085680862
0.0337115781

0.0000001445
0.0000000977
0.0000001119
0.0000000890
0.0000000274
0.0000000411
0.0000000631
0.0000000300
0.0000000501
0.0000000828
0.0000000295
0.0000002447
0.0000003620
0.0000000021

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000029716
0.0000237112
0.0000322905
0.0000637254
0.0000155655
0.0000789136
0.0000140910
0.0000368419
0.0000757468
0.0000693076
0.0000011361
0.0000688951
0.0000000357
0.0000543440



Erreur de l'approximation de 0(2,3) Par une fraction rationnelle de Padé d'ordre [10,8]

Voisinage de x=0.5

Polynomiale

Padé

Krige

Spline

Chebyshev

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

Erreur de I'approximation de 0«2,3) Par une fraction rationnelle de Padé d'ordre [10,8]

0.0004510905
0.0000205957
0.0000002264
0.0000000005
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000002
0.0000000110
0.0000004363
0.0000119110
0.0001664070

Voisinage de x=1.0

0.0000001445
0.0000000977
0.0000001119
0.0000000890
0.0000000274
0.0000000411
0.0000000631
0.0000000300
0.0000000501
0.0000000828
0.0000000295
0.0000002447
0.0000003620
0.0000000021

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0060000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000029716
0.0000237112
0.0000322905
0.0000637254
0.0000155655
0.0000789136
0.0000140910
0.0000368419
0.0000757468
0.0000693076
0.0000011361
0.0000688951
0.0000000357
0.0000543440

Polynomiale

Padé

Krige

Spline

Chebyshev

0.0000000000
0.6000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.06000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.1437953084
0.0566977554
0.0162596569
0.0032658524
0.0004859119
0.0000393557
0.0000022303
0.0000005272
0.0000000818
0.0000000067
0.0000000002
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000001445
0.0000000977
0.0000001119
0.0000000890
0.0000000274
0.0000000411
0.0000000631
0.0000000300
0.0000000501
0.0000000828
0.0000000295
0.0000002447
0.0000003620
0.0000000021

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000029716
0.0000237112
0.0000322905
0.0000637254
0.0000155655
0.0000789136
0.0000140910
0.0000368419
0.0000757468
0.0000693076
0.0000011361
0.0000688951
0.0000000357
0.0000543440
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Les figures 5-16, 5-17 et 5-18 montrent les approximations de Padé d’ordre [10,8] de
I’élément O(2,3) au voisinage des points x=0.0, x=0.5 et x=1.0 comparées a d’autres

méthodes d’approximations.

Westre
Padé~{10 8] Voi
Palynomiale

a; H i i ; H H ;
% o1 0z 03 0.4 [ 06 07
Gr2.3)

Figure 5-16  Approximation de (2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre

[10,8] au voisinage de x=0.0
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Figure 5-17  Approximation de (J(2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre
[10,8] au voisinage de x=0.5



Figure 5-18
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Approximation de J(2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre
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Les erreurs commises par les approximations de Padé d’ordre [10,8] de 1’élément 0(2,3)

au voisinage des points x=0.0, x=0.5 et x=1.0 comparées a d’autres méthodes

d’approximations sont :

Erreur de l'approximation de Q(2,3) Par une fraction rationnelle de Padé d'ordre [10,8]
Voisinage de x=0.0

Polynomiale

Padé

Krige

Spline

Chebyshev

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000000000
0.06000000000
0.0000000000
0.0000000043
0.0000003465
0.0000085138
0.0000628073
0.0001172434
0.0002020597
0.000284335%
0.0002391335
0.0015282943
0.0080439649
0.0314388983

0.0000002616
0.0000004292
0.0000001316
0.0000000920
0.0000001120
0.0000001050
0.0000000788
0.0000000310
0.0000000468
0.0000000906
0.0000001530
0.0000004083
0.0000012910
0.0000008110

0.0000000000
0.0000000000
0.00060000000
0.0000006000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.00060000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000125424
0.0000665558
0.0000313620
0.0001031888
0.0000388804
0.0000996700
0.0000364451
0.0000710637
0.0000944294
0.0000699652
0.0000278438
0.0000800215
0.0000207839
0.0000519993



Erreur de l'approximation de Q(2,3) Par une fraction rationnelle de Padé d'ordre [10,8]

Voisinage de x=0.5

Polynomiale

Padé

Krige

Spline

Chebyshev

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

Erreur de 'approximation de (J(2,3) Par une fraction rationnelle de Padé d'ordre [10,8]

0.0005227028
0.0000234041
0.0000002463
0.0000000005
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000003
0.0000000165
0.0000005101
0.0000127993
0.0012885833

Voisinage de x=1.0

0.0000002616
0.0000004292
0.0000001316
0.0000000920
0.0000001120
0.0000001050
0.0000000788
0.0000000310
0.0000000468
0.0000000906
0.0000001530
0.0000004083
0.0000012910
0.0000008110

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.06000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000125424
0.0000665558
0.0000313620
0.0001031888
0.0000388804
0.0000996700
0.0000364451
0.0000710637
0.0000944294
0.0000699652
0.0000278438
0.0000800215
0.0000207839
0.0000519993

Polynomiale

Padé

Krige

Spline

Chebyshev

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.7205173196
0.3443680641
0.1320112095
0.0405080323
0.0106838921
0.0021901750
0.0009778106
0.0002728952
0.0000157485
0.0000009309
0.0000000249
0.0000000001
0.0000000000
0.0000000000

0.0000002616
0.0000004292
0.0000001316
0.0000000920
0.0000001120
0.0000001050
0.0000000788
0.0000000310
0.0000000468
0.0000000906
0.0000001530
0.0000004083
0.0000012910
0.0000008110

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000125424
0.0000665558
0.0000313620
0.0001031888
0.0000388804
0.0000996700
0.0000364451
0.0000710637
0.0000944294
0.0000699652
0.0000278438
0.0000800215
0.0000207839
0.0000519993
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Les figures 5-19, 5-20 et 5-21 montrent les approximations de Padé d’ordre [14,12] de la
partie réelle de Q(2,3), donc de 1’élément Q(2,3) au voisinage des points x=0.0, x=0.5 et

x=1.0 comparées a d’autres méthodes d’approximations.

Courbas d tation des forces y g

a7
@ [Mesureﬁ : : :
— - Padé~{14,12] Voisinage de x=0i0
Palynotniale :
BB Hesiger e '
—--| Sphine ; :
Chebyshey

Figure 5-19  Approximation de O,(2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre

[14,12] au voisinage de x=0.0

Courbes dintary des forces y
07 oo RN s e RIS RN
: B : % Mesudre : :
— - Padé~{14,12] Voisindge de x=0.5
: - Polyhomiale : : H

23

Figure 5-20  Approximation de J,(2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre

[14,12] au voisinage de x=0.5



Figure 5-21

Les erreurs commises par les approximations de Padé d’ordre [14,12] de la partie réelle

i~ Padé~{14,12] Yoisinage de x-1.0

Polyhomisie :

i - Kige :
e GEHRG v v
- - Chebyshev | :

freq

; i i N H i ; i
5 01 02 93 04 05 O0& 07 08 03 1

[14,12] au voisinage de x=1.0
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Approximation de Q,{2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre

de 0(2,3), donc de I’élément (,(2,3) au voisinage des points x=0.0, x=0.5 et x=1.0

comparées a d’autres méthodes d’approximations sont :

Erreur de I'approximation de (,(2,3) Par une fraction rationnelle de Padé d'ordre [14,12]
Voisinage de x=0.0

Polynomiale

Padé

Krige

Spline

Chebyshev

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0600000000

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000140
0.0000009131
0.0000041669
0.0000202838
0.0001049536
0.0005710622
0.0031858000
0.0172979610
0.0878714207

0.0000006199
0.0000011593
0.0000002215
0.0000001100
0.0000003013
0.0000002702
0.0000001449
0.0000000369
0.0000000063
0.0000001308
0.0000004158
0.0000009359
0.0000034440
0.0000022414

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0006000000
0.0000000000

0.0000179094
0.0001262171
0.0000259971
0.0002034314
0.0001045090
0.0001577368
0.0001158659
0.0001795324
0.0001601355
0.0000391417
0.0001201312
0.0001390476
0.0001702342
0.0002356624



Erreur de I'approximation de 0,(2,3) Par une fraction rationnelle de Padé d'ordre [14,12]

Voisinage de x=0.5

Polynomiale

Padé

Krige

Spline

Chebyshev

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000000001
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000004
0.0000002108
0.0001180040

0.0000006199
0.0000011593
0.0000002215
0.0000001100
0.0000003013
0.0000002702
0.0000001449
0.0000000369
0.0000000063
0.0000001308
0.0000004158
0.0000009359
0.0000034440
0.0000022414

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000179094
0.0001262171
0.0000259971
0.0002034314
0.0001045090
0.0001577368
0.0001158659
0.0001795324
0.0001601355
0.0000391417
0.0001201312
0.0001390476
0.0001702342
0.0002356624

Erreur de I'approximation de 02,3) Par une fraction rationnelle de Padé d'ordre [14,12]
Voisinage de x=1.0

Polynomiale

Padé

Krige

Spline

Chebyshev

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

29131518131
1.7011854819
0.8296043595
0.3324077970
0.1124312582
0.0264429232
0.0048434065
0.0020199375
0.0006379493
0.0001299602
0.0000124250
0.0000002634
0.0000000001
0.0000000000

0.0000006199
0.0000011593
0.0000002215
0.0000001100
0.0000003013
0.0000002702
0.0000001449
0.0000000369
0.0000000063
0.0000001308
0.0000004158
0.0000009359
0.0000034440
0.0000022414

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000179094
0.0001262171
0.0000259971
0.0002034314
0.0001045090
0.0001577368
0.0001158659
0.0001795324
0.0001601355
0.0000391417
0.0001201312
0.0001390476
0.0001702342
0.0002356624
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Les figures 5-22, 5-23 et 5-24 montrent les approximations de Padé d’ordre [14,12] de la

partie imaginaire de ((2,3), donc de I’élément O42,3) au voisinage des points x=0.0

x=0.5 et x=1.0 comparées a d’autres méthodes d’approximations.

Courbas d fati

des fnrmas

@ Mesire : :
~ - Padé~[14, 12] Vmamage de ‘00
= 5 . Polynomiate ;
1+ Krige
—i Splirg {
- Chebyshsv i

Figure 5-22  Approximation de O42,3) par une fraction rationnelle de Padé¢ d'ordre

[14,12] au voisinage de x=0.0

Courbes di

i dss ion:as

[]K . ....... r

@ Mesure :
brkd Padé~[14 121 Vmsmaga de x=0 5

Wrige
~ Bpline
~ Chabyshev :

Figure 5-23

Approximation de Q«2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre

[14,12] au voisinage de x=0.5



Courbes dinterpolati

des forces o
% Mesyre

Padé~[14,12] Voisinage de 1.0
Polynoriale ; H :

K ; H H ; H H i i i j
D gt 02 ©63 04 0S5 08 07 0B 08 1
freq.
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Figure 5-24  Approximation de 0«2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre

[14,12] au voisinage de x=1.0

Les erreurs commises par les approximations de Padé d’ordre [14,12] de la partie

imaginaire de Q(2,3), donc de I’élément Q4(2,3) au voisinage des points x=0.0, x=0.5 et

x=1.0 comparées a d’autres méthodes d’approximations sont :

Erreur de I'approximation de 0(2,3) Par une fraction rationnelle de Padé d'ordre [14,12]
Voisinage de x=0.0

Polynomiale Padé¢ Krige Spline Chebyshev

0.0000000000  0.0000000000 0.0000001445  0.0000000000  0.0000029093
0.0000000000  0.0000000000  0.0000000977  0.0000000000  0.0000059249
0.0000000000  0.0000000000 0.0000001119  0.0000000000  0.0000322947
0.0000000000  0.0000000000  0.0000000890  0.0000000000  0.0000519717
0.0000000000  0.0000000000  0.0000000274  0.0000000000  0.0000130847
0.0000000000  0.0000000058  0.0000000411  0.0000000000 0.0000677630
0.0000000000  0.0000003950  0.0000000631  0.0000000000  0.0000048103
0.0000000000  0.0000018371  0.0000000300  0.0000000000 0.0000404185
0.0000000000  0.0000091502  0.0000000501  0.0000000000  0.0000708310
0.0000000000  0.0000487404  0.0000000828  0.0000000000 0.0000551771
0.0000000000  0.0002757263  0.0000000295  0.0000000000  0.0000167790
0.0000000000 0.0016276062  0.0000002447  0.0000000000  0.0000722605
0.0000000000  0.0096768885  0.0000003620  0.0000000000  0.0000463993
0.0000000000 0.0564135558  0.0000000021  0.0000000000  0.0000551946



Erreur de l'approximation de 0,(2,3) Par une fraction rationnelle de Padé d'ordre [14,12]

Voisinage de x=0.5

Polynomiale

Padé

Krige

Spline

Chebyshev

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

Erreur de I'approximation de Q(2,3) Par une fraction rationnelle de Padé d'ordre [14,12]

0.0000000011
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000001
0.0000000573
0.0000363071

Voisinage de x=1.0

0.0000001445
0.0000000977
0.0000001119
0.0000000890
0.0000000274
0.0000000411
0.0000000631
0.0000000300
0.0000000501
0.0000000828
0.0000000295
0.0000002447
0.0000003620
0.0000000021

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000029093
0.0000059249
0.0000322947
0.0000519717
0.0000130847
0.0000677630
0.0000048103
0.0000404185
0.0000708310
0.0000551771
0.0000167790
0.0000722605
0.0000463993
0.0000551946

Polynomiale

Padé

Krige

Spline

Chebyshev

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.8057695267
0.5217759280
0.2860148613
0.1292648580
0.0488294135
0.0127943268
0.0025605856
0.0011059199
0.0003629609
0.0000771563
0.0000077380
0.0000001733
0.0000000001
0.0000000000

0.0000001445
0.0000000977
0.0000001119
0.0000000890
0.0000000274
0.0000000411
0.0000000631
0.0000000300
0.0000000501
0.0000000828
0.0000000295
0.0000002447
0.0000003620
0.0000000021

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000029093
0.0000059249
0.0000322947
0.0000519717
0.0000130847
0.0000677630
0.0000048103
0.0000404185
0.0000708310
0.0000551771
0.0000167790
0.0000722605
0.0000463993
0.0000551946
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Les figures 5-25, 5-26 et 5-27 montrent les approximations de Padé d’ordre [14,12] de
I’élément O(2,3) au voisinage des points x=0.0, x=0.5 et x=1.0 comparées a d’autres

méthodes d’approximations.

Courbes g% i des force:

Mesud B B

1~~~ Padé~{14,12] Voisinage de x=0.0

L Polyoamiale
w- - Krige ! :

i Spling

- Chebyshey

Figure 5-25  Approximation de (J(2,3) par une fraction rationnelle de Padé¢ d'ordre

[14,12] au voisinage de x=0.0

Courbes d ion des forces

Toey

Figure 5-26  Approximation de O(2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre
[14,12] au voisinage de x=0.5
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: : P Mesur;e i :
: : i~ Padé{14,12] Voisinage de x=1.0
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Figure 5-27  Approximation de (J(2,3) par une fraction rationnelle de Padé d'ordre

[14,12] au voisinage de x=1.0

Les erreurs commises par les approximations de Padé d’ordre [14,12] de 1’élément
0(2,3) au voisinage des points x=0.0, x=0.5 et x=1.0 comparées a d’autres méthodes
d’approximations sont :

Erreur de 1'approximation de Q(2,3) Par une fraction rationnelle de Padé d'ordre [14,12]
Voisinage de x=0.0

Polynomiale

Padé

Krige

Spline

Chebyshev

0.0000000000
0.0000000000
0.0060000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000074
0.0000004947
0.0000022817
0.0000112528
0.0000592166
0.0003297920
0.0019054976
0.0109796788
0.0614544985

0.0000002616
0.0000004292
0.0000001316
0.0000000920
0.0000001120
0.0000001050
0.0000000788
0.0000000310
0.0000000468
0.0000000906
0.0000001530
0.0000004083
0.0000012910
0.0000008110

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.00000000060
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000070245
0.0000459993
0.0000315419
0.0000881187
0.0000397312
0.0000851339
0.0000421604
0.0000750941
0.0000878472
0.0000533528
0.0000461935
0.0000840774
0.0000752640
0.0000995877



Erreur de I'approximation de ((2,3) Par une fraction rationnelle de Padé d'ordre [14,12]

Voisinage de x=0.5

Polynomiale

Padé

Krige

Spline

Chebyshev

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0060000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

Erreur de l'approximation de (J(2,3) Par une fraction rationnelle de Padé d'ordre [14,12]

0.0000000010
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000002
0.0000000931
0.0000544839

Voisinage de x=1.0

0.0000002616
0.0000004292
0.0000001316
0.0000000920
0.0000001120
0.0000001050
0.0000000788
0.0000000310
0.0000000468
0.0000000906
0.0000001530
0.0000004083
0.0000012910
0.0000008110

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.06000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000070245
0.0000459993
0.0000315419
0.0000881187
0.0000397312
0.0000851339
0.0000421604
0.0000750941
0.0000878472
0.0000533528
0.0000461935
0.0000840774
0.0000752640
0.0000995877

Polynomiale

Padé

Krige

Spline

Chebyshev

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.00000060000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

1.2942931632
0.7845097192
0.4014855159
0.1702540338
0.0610486660
0.0152904874
0.0029612768
0.0012637512
0.0004095984
0.0000859345
0.0000084999
0.0000001875
0.0000000001
0.0000000000

0.0000002616
0.0000004292
0.0000001316
0.0000000920
0.0000001120
0.0000001050
0.0000000788
0.0000000310
0.0000000468
0.0000000906
0.0000001530
0.0000004083
0.0000012910
0.0000008110

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000070245
0.0000459993
0.0000315419
0.0000881187
0.0000397312
0.0000851339
0.0000421604
0.0000750941
0.0000878472
0.0000533528
0.0000461935
0.0000840774
0.0000752640
0.0000995877
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Tableau 1

Erreur € d’approximation calculée par

les fractions rationnelles de Padé

Padé d’ordre [4,2] | Padé d’ordre [10,8] | Padé d’ordre [14,12]
Voisinage de x=0.0 | e=4.2756 e=0.073745 e=10.14176
Voisinage de x=0.5 | e=0.13098 e=0.0031568 g=0.00012366
Voisinage de x=1.0 | e=3.1633 e=1.8396 e=3.5778

On constate d’aprés ce tableau que ’erreur de ’approximation de Padé décroit quand
I’ordre de la fraction rationnelle de Padé augmente et que cette erreur est minimale au

centre de ’intervalle correspondant a la plage de fréquences.

On remarque aussi que 1’approximation par Padé au voisinage immédiat du point ou elle
est calculée est trés bonne et donne des résultats comparables aux méthodes

d’interpolations standards (Splines, Kriges...).

Une alternative pour améliorer 1’approximation est d’utiliser les polynémes orthogonaux

de Chebyshev dont les propriétés mathématiques assurent que 1’erreur d’approximation

est bornée sur I'intervalle [~1,+1].

5.2 Résultats numériques de DPapproximation par les polynémes de
Padé-Chebyshev

La simulation sur Matlab® de 1’approximation des forces aérodynamiques par les

polynémes orthogonaux de Chebyshev est exécutée, de la méme fagon que
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précédemment, pour plusieurs cas de figures selon I'ordre de ’approximation de
Chebyshev.

Dans les trois cas suivants, nous allons calculer ’approximation de Chebyshev sur
I’intervalle [-1,1] dont ’ordre va changer & chaque fois ([4,2]; [10,8] et [14,12]) de la

méme maniére que pour ’approximation de Padé afin de faire des comparaisons.

On va présenter les forces aérodynamiques non stationnaires par des approximations de
Chebyshev d’ordre [4,2], [10,8] et [14,12] sur l'intervalle [-1,1]. Les erreurs seront

présentées dans le tableau 2.

Nous avons choisi au hasard [’élément ((2,3) dans la matrice des forces
aérodynamiques non stationnaires a titre d’exemple, les autres ¢léments de la matrices

sont approchés de la méme fagon.

On a comparé I’approximation de Chebyshev avec d’autres méthodes d’approximations
classiques : Polynomiales, Krigeage, Splines et Chebyshev.
L’approximation par cette méthode est obtenue par une méthode similaire a celle utilisée

par la nouvelle méthode dont les principales étapes sont :

Pour chaque ¢lément de la matrice des forces aérodynamiques non stationnaire, on

cherche un développement en série de puissances de la forme suivante :
QU(S) - (u) +ZCIEU)T(1/)(S) (5.2)

(u)
(u) ."_Q_(i)__ds pour tout £ =0,1,

i (1—5%)

De la méme maniére que dans ['approximation de Padé, on va générer une

approximation par des fractions rationnelles dont la forme est la suivante:
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M
A Zal(cij)j;g(ij)(s)
Q,(s) =~ (5.3)
1+ Zbliij)];((fj) (S)

k=1

Les figures 5-29, 5-30 et 5-31 montrent les approximations de Padé-Chebyshev d’ordre
[4,2], [10,8] et [14,12] de la partie réelle de O(2,3), donc de 1’élément (,(2,3) sur

I’intervalle [-1,+1] comparées a d’autres méthodes d’approximations.

* {Mosure;
~{Chabyshev~[4,2]
[Potynoniale, ¢
- |Krige
~1Spling :

G23)

H H H i i H i H ; ;
0 o1 92 03 0.4 85 0§ 07 08 09 1
freq.

Figure 5-28  Approximation de J«2,3) par une fraction rationnelle de
Padé-Chebyshev d'ordre [4,2]
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Courbas dinterpolation des forces dy

07 e : :

esure :
Chebyshew~[10 8]

G2.3)

Approximation de 0,(2,3) par une fraction rationnelle de

Figure 5-29
Padé-Chebyshev d'ordre [10,8]

Caurbes di ion des forces

D7 preeemsogiesmees s s e
esure :
Thebyshev-]14,12] : : : ! :

aR3)

8 01 02 83 04
freq

Figure 5-30  Approximation de O42,3) par une fraction rationnelle de

Padé-Chebyshev d'ordre [14,12]

Les erreurs commises par les approximations de Padé-Chebyshev d’ordre [4,2], [10,8] et
[14,12] de la partie réelle de O(2,3), donc de I’élément 0,(2,3) sur intervalle [-1,+1]

comparées a d’autres méthodes d’approximations sont :



Erreur de l'approximation de Qr(2,3) Par une fraction rationnelle de Padé-Chebyshev

d'ordre [4,2]

Polynomiale

Chebyshev

Krige

Spline

0.0000844624
0.0003142340
0.0003287900
0.0001975407
0.0004165322
0.0002730611
0.0002491844
0.0003247084
0.0002322805
0.0000506296
0.0003815409
0.0003471496
0.0004785518
0.0001123708

Erreur de l'approximation de Qr(2,3) Par une fraction rationnelle de Padé-Chebyshev

d'ordre [10,8]

0.0000425279
0.0000758785
0.0003714084
0.0003096888
0.0002257387
0.0003412503
0.0000946460
0.0002024526
0.0005017510
0.0005945674
0.0002487194
0.0004140791
0.0004363400
0.0006539551

0.0000006199
0.0000011593
0.0000002215
0.0000001100
0.0000003013
0.0000002702
0.0000001449
0.0000000369
0.0000000063
0.0000001308
0.0000004158
0.0000009359
0.0000034440
0.0000022414

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

Polynomiale

Chebyshev

Krige

Spline

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.00600000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

Erreur de l'approximation de Qr(2,3) Par une fraction rationnelle de Padé-Chebyshev

d'ordre [14,12]

0.0000338098
0.0001735112
0.0000243152
0.0002331947
0.0000996963
0.0001858590
0.00009395%4
0.0001719488
0.0001732769
0.0000741839
0.0000769017
0.0001319233
0.0000574445
0.0000323815

0.0000006199
0.0000011593
0.0000002215
0.0000001100
0.0000003013
0.0000002702
0.0000001449
0.0000000369
0.0000000063
0.0000001308
0.0000004158
0.0000009359
0.0000034440
0.0000022414

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000



Polynomiale

Chebyshev

Krige

Spline

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000179094
0.0001262171
0.0000259971
0.0002034314
0.0001045090
0.0001577368
0.0001158659
0.0001795324
0.0001601355
0.0000391417
0.0001201312
0.0001390476
0.0001702342
0.0002356624

0.0000006199
0.0000011593
0.0000002215
0.0000001100
0.0000003013
0.0000002702
0.0000001449
0.0000000369
0.0000000063
0.0000001308
0.0000004158
0.0000009359
0.0000034440
0.0000022414

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
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Les figures 5-32, 5-33 et 5-34 montrent les approximations de Padé-Chebyshev d’ordre
[4,2], [10,8] et [14,12] de la partie imaginaire de ()(2,3), donc de I’élément 0(2,3) sur

I’intervalle [-1,+1] comparées a d’autres méthodes d’approximations.

Figure 5-31

Coyrbes dinterpoiation des forces
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Approximation de 0«2,3) par une fraction rationnelle de

Padé-Chebyshev d'ordre [4,2]
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Courbes ¢ iation des forces

: & Meslfne
: - = Chabiyshev~{10,9]
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QiR23)

Figure 5-32  Approximation de Q42,3) par une fraction rationnelle de
Padé¢-Chebyshev d'ordre [10,8]
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Approximation de Q42,3) par une fraction rationnelle de

Padé-Chebyshev d'ordre [14,12]

Figure 5-33

Les erreurs commises par les approximations de Padé-Chebyshev d’ordre [4,2], [10,8] et
[14,12] de la partie imaginaire de Q(2,3), donc de 1’¢lément O«2,3) sur Pintervalle [-

1,+1] comparées a d’autres méthodes d’approximations sont :



Erreur de I'approximation de Qy(2,3) Par une fraction rationnelle de Padé-Chebyshev

d'ordre [4,2]

Polynomiale

Chebyshev

Krige

Spline

0.0000962655
0.0003862260
0.0005137380
0.0000135892
0.0004156814
0.0000661509
0.0002491578
0.0002369849
0.0001178365
0.0000929820
0.0002894656
0.0002216952
0.0003612218
0.0000894142

Erreur de l'approximation de (J,(2,3) Par une fraction rationnelle de Padé-Chebyshev

d'ordre [10,8]

0.0002119475
0.0001560421
0.0010969165
0.0001799605
0.0014541232
0.0001258067
0.0016065297
0.0017028347
0.0011954127
0.0000591510
0.0011930085
0.0013090858
0.0005031942
0.0014218320

0.0000001445
0.0000000977
0.0000001119
0.0000000890
0.0000000274
0.0000000411
0.0000000631
0.0000000300
0.0000000501
0.0000000828
0.0000000295
0.0000002447
0.0000003620
0.0000000021

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000600000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

Polynomiale

Chebyshev

Krige

Spline

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

Erreur de l'approximation de (O«2,3) Par une fraction rationnelle de Padé-Chebyshev

d'ordre [14,12]

0.0000029716
0.0000237112
0.0000322905
0.0000637254
0.0000155655
0.0000789136
0.0000140910
0.0000368419
0.0000757468
0.0000693076
0.0000011361
0.0000688951
0.0000000357
0.0000543440

0.0000001445
0.0000000977
0.0000001119
0.0000000890
0.0000000274
0.0000000411
0.0000000631
0.0000000300
0.0000000501
0.0000000828
0.0000000295
0.0000002447
0.0000003620
0.0000000021

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000



Polynomiale

Chebyshev

Krige

Spline

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000029093
0.0000059249
0.0000322947
0.0000519717
0.0000130847
0.0000677630
0.0000048103
0.0000404185
0.0000708310
0.0000551771
0.0000167790
0.0000722605
0.0000463993
0.0000551946

0.0000001445
0.0000000977
0.0000001119
0.0000000890
0.0000000274
0.0000000411
0.0000000631
0.0000000300
0.0000000501
0.0000000828
0.0000000295
0.0000002447
0.0000003620
0.0000000021

0.00000600000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0600000000
0.0000000000
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Les figures 5-35, 5-36 et 5-37 montrent les approximations de Padé-Chebyshev d’ordre
[4,2], [10,8] et [14,12] de I’élément O(2,3) sur I’intervalle [-1,+1] comparées & d’autres

méthodes d’approximations.

2

Figure 5-34  Approximation de (J(2,3) par une fraction rationnelle de Padé-Chebyshev

d'ordre [4,2]



Figure 5-35
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Courbas dinterpolation des forces
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Figure 5-36  Approximation de 0(2,3) par une fraction rationnelle de Padé-Chebyshev

d'ordre [14,12]

Les erreurs commises par les approximations de Padé-Chebyshev d’ordre [4,2], [10,8] et

[14,12] de la partie imaginaire de ((2,3), donc de I’élément 0(2,3) sur I’intervalle

[-1,+1] comparées & d’autres méthodes d’approximations sont :



Erreur de l'approximation de ((2,3) Par une fraction rationnelle de Padé-Chebyshev

d'ordre [4,2]

Polynomiale

Chebyshev

Krige

Spline

0.0000948040
0.0003775835
0.0004934861
0.0000725860
0.0004157928
0.0001164634
0.0002491613
0.0002502240
0.0001383136
0.0000885971
0.0003031140
0.0002418485
0.0003786547
0.0000927432

Erreur de l'approximation de (J(2,3) Par une fraction rationnelle de Padé-Chebyshev

d'ordre [10,8]

0.0001981868
0.0001480385
0.0010313945
0.0002017450
0.0013580681
0.0001702927
0.0014980827
0.0015891609
0.0011291157
0.0002220748
0.0011158197
0.0012295599
0.0004949566
0.0013464582

0.0000002616
0.0000004292
0.0000001316
0.0000000920
0.0000001120
0.0000001050
0.0000000788
0.0000000310
0.0000000468
0.0000000906
0.0000001530
0.0000004083
0.0000012910
0.0000008110

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.00006000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

Polynomiale

Chebyshev

Krige

Spline

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.6000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

Erreur de l'approximation de (Q(2,3) Par une fraction rationnelle de Padé-Chebyshev

d'ordre [14,12]

0.0000125424
0.0000665558
0.0000313620
0.0001031888
0.0000388804
0.0000996700
0.0000364451
0.0000710637
0.0000944294
0.0000699652
0.0000278438
0.0000800215
0.0000207839
0.0000519993

0.0000002616
0.0000004292
0.0000001316
0.0000000920
0.0000001120
0.0000001050
0.0000000788
0.0000000310
0.0000000468
0.0000000906
0.0000001530
0.0000004083
0.0000012910
0.0000008110

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0060000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0600000000
0.0000000000



Polynomiale

Chebyshev

Krige

Spline

0.0000000000
0.0000000000
0.06000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000070245
0.0000459993
0.0000315419
0.0000881187
0.0000397312
0.0000851339
0.0000421604
0.0000750941
0.0000878472
0.0000533528
0.0000461935
0.0000840774
0.0000752640
0.0000995877

0.0000002616
0.0000004292
0.0000001316
0.0000000920
0.0000001120
0.0000001050
0.0000000788
0.0000000310
0.0000000468
0.0000000906
0.0000001530
0.0000004083
0.0000012910
0.0000008110

Tableau I

0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

Comparaison de I’erreur € d’approximation
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calculée par les polyndmes de Padé-Chebyshev

Padé-Chebyshev Ordre [4,2] Ordre [10,8] Ordre [14,12]

Intervalle [O,l] e=0.0084766 e=0.00054742 g=0.00056751

On constate a premicére vue que Perreur de ’approximation par les polyndmes de
Chebyshev est trés petite par rapport a I’approximation de Padé. On constate aussi
qu’elle est moins sensible aux variations de I’ordre de 1’approximation comparativement

a I’approximation par les fractions rationnelles de Padé.

Le graphique suivant donne la variation de I’erreur d’approximation en fonction de

P’ordre de I’interpolation et du point ou Iinterpolation est calculée.
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Variation de V'erreur d'approximation
45 T .

Bl Padé au voisinage de =00
A Padé au voisinage de x=0.5
FE] Padé au woisinage de x=1.0
BB Chebyshey sur lintervalle (0,1}

[42] {108} [1412]
COrdre de l'approximation

Figure 5-37  Variation de ’erreur d’approximation en fonction de la méthode

d’approximation utilisée

5.3 Résultats numériques sur la réduction de I’ordre du systéme

Les résultats obtenus par la méthode d’interpolation de Padé sont trés bons pour des
systemes d’ordre trés élevés qui ne peuvent étre facilement réalisable car les systémes
aéroélastiques doivent étre des systemes stables de type BIBO (Bounded-Input
Bounded-Output) dont ’entrée et la sortie sont bornées dans le temps et par conséquent
doivent avoir des poles dont la partie réelle est strictement négative. La stabilité est
facilement vérifiée par le critere de Routh-Hurwitz. Ceci nous a amené & penser a la
méthode de réduction de I'ordre de Luus-Jakola présenté au chapitre 4 pour essayer de

trouver un systéme équivalent de taille trés petite qui peut-Etre facilement réalisable.
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La démarche suivie consiste a présenter la fonction de transfert obtenue par
I’approximation de Padé en entrée dans I’algorithme de Luus-Jakola qui va générer une
fonction de transfert équivalente mais d’ordre plus petit.

Le méme élement ((2,3) est utilis¢ comme précédemment & titre d’exemple pour
illustrer les résultats obtenus et confirmer les résultats énonces.

La fonction de transfert du systéme original est de la forme suivante :

Q(s) B 1944805 +482964s° +511812s° +2783765* + 824025 +13285s* + 10865 +35

9600s® +28880s” +374925°% +27470s° +11870s* +3017s> +437s* +33s +1 .

L’algorithme de Luus-Jakola réduit cette fonction de transfert a un systéme réduit

¢quivalent dont la fonction de transfert est donnée par la forme suivante :

20.26s°+22.97s+15.88

N _ 5.5
Qredult (S) S3+1.65852+1-36S+O'4734 ( )

Myquist Diagram
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Figure 5-38  Courbes de Nyquist des systémes original et réduit
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On remarque que le modele réduit obtenu par la méthode de Luus-Jakola posséde les

mémes propriétés que le systéme original (en ligne pointillée).

3.4

Résultats numériques de Panalyse de battement

Le battement aéroélastique est un phénomene d’instabilité destructive en aéronautique.

Pour cela I’étude de la stabilité de ’avion permet de définir une enveloppe de vol dans

laquelle ’avion sera dans une zone de stabilité a ’abri des battements aéroélastiques.
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Le seuil de battement est le point critique pour lequel ’avion se trouve exposé a la
menace de battements. Le seuil de battement est calculé par la méthode classique pk

d’analyse de battement.

5.4.1 Boucle ouverte (Méthode pk)

L’analyse de battement étudiée dans cette partie concerne le modele ATM, illustré dans
I’annexe A, dans une boucle ouverte pour lequel on a fait la conversion des forces
aérodynamiques. Nous allons considérer seulement le cas ou I’approximation de Padé

est calculée au voisinage de x=0.5 car c’est la meilleure approximation obtenue.

Les résultats obtenus par le programme pk sont de la forme suivante :

1° cas : Approximation de Padé d’ordre [4,2] au voisinage de x=0.5

: < Mode élastigue 1
% Mode élastigue 2
& + Mode élastigue 3
: : : : : : o] % Mode élastique 4
F0F e RO SRR PR S P PP i O Mode élastique 5
: : : : : : i1 ¢ Mode élastiqus B
7 Mode élastique 7
A Mods élastigue 8
360 b ............ ............. ............ ............
z
k-4
2 : H : : !
[l s 1) TSI RN e O
s : : : : :
2
@
[
150 R L L T I Y S R R 7R
100 Lo ‘ ............ ’ ............. ............. ......
0 i ; ; ; ; i i
120 -100 -80 60 -40 -20 1} 20

Amortissement 7200

Figure 5-40  Méthode pk - Courbe de la fréquence en fonction de I’amortissement pour

une approximation de Padé d’ordre [4,2]



Padé~[4-2] Méthode P-k - Fréquence vs Vitesse équivalente

Mode élastiqus 1
Maode slastiqus 2
Mode élastique 3
hode élastique 4
Mode élastique 5
Mode élastiqus B
Ivlode flastique 7
Mode élastique &

PAC O+ =0

Fréquence (rad/s)

H 3 L : i H i L 1 i
g 100 200 300 400 &00 600 700 6800 S00 1000
Vitesse équivalente (Npeuds)

50

Figure 5-41  Mc¢thode pk - Courbe de la fréquence en fonction de la vitesse

équivalente pour une approximation de Padé d’ordre [4,2]

Padé~[4-2] Méthode P-k - Amorissement vs Vitesse équivalente

Mode élastique 1
Muode élastique 2
Mode élastigue 3
Made élastique 4
Mode élastique 5
Mode élastique B
Made élastique 7
Mode &lastique 8

BPASO+4+ %0

Amortissement g*200

R ; ; ; ; i ; i ; ; ;
1200 100 200 300 400 SO0 e00 700 800 900 100D
Vitasse équivalente (Noeuds)

Figure 5-42  Méthode pk - Courbe de I’amortissement en fonction de la vitesse

équivalente pour une approximation de Padé d’ordre [4,2]

&9
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Battement 1
Vitesse (Noeuds) :446.0532
Mode 12
Fréquence : 77.5905
Battement 2
Vitesse (Noeuds) :756.2379
Mode 7
Fréquence : 163.996

2° cas : Approximation de Padé d’ordre [8,6] au voisinage de x=0.5

Padé~[8-6} Méthode P-k - Fréquance vs Amortisserent

350_ ........... . ............ ............ ,.' ............ E ............ 5 Mndgélas“que»l
% Mode élastique 2
r'y + Mode élastique 3
: : : : : : 1) #*  Mode élastique 4
SO0 DO AP RAUUUU PO fevviverieenbeen i) O Mode élastique 5
: : : : : : 1 ¢ Mode élastique 8
v Mode dlastique 7
A Mode élastique B
250 ............ ............. ........... ............
z
=
) : : :
o i N N
§ 20[] b o veinn ............ ............. .........
=
‘&J .
u. .
B0 - rreeeeen ............. ............. .........
100 ............ ............. ........
50 - : i H i i i
-120 -100 -80 60 -40 -20 0 20

Amortisserment g*200

Figure 5-43  Méthode pk - Courbe de la fréquence en fonction de I’amortissement pour

une approximation de Padé d’ordre [8,6]
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Padé~[6-8] Méthode P-k - Fréquence vs Vitesse équivalente
35[]... ....... S R T T TR LR PP E R R LR RT RN [ERRERR

Mode élastique 1
Mode élastique 2
Mode glastique 3
Mede élastique 4
Made élastigque &
Moda élastique 6
Mode élastique 7
Mode élastigue 8

PAoO*+ =0

Fréguence {rad/s)

£ ; ; ; ; P ; ; i ;
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Vitesse équivalente (Nosuds)

Figure 5-44  Mcéthode pk - Courbe de la fréquence en fonction de la vitesse

équivalente pour une approximation de Padé d’ordre [8,6]

Padé~[8-6] Méthode P-k - Amortissernent vs Vitesse équivalent

Mode élastique 1
Wode élastique 2
Mode élastique 3
IMode ¢lastique 4
Mode élastique &
Mode élastique B
ode élastiqua 7
Mode élastigue B8

PO+ +x0

Arnortissement g 200

-120

i i i i ; ; i H IS
g 100 200 300 400 500 600 700 800 LOD 1002
Vitesse équivalente (Nosuds)

Figure 5-45 Méthode pk - Courbe de I’amortissement en fonction de la vitesse

équivalente pour une approximation de Padé d’ordre [8,6]



Battement 1
Vitesse (Noeuds) :445.5543

Mode 2

Fréquence : 77.5917
Battement 2

Vitesse (Noeuds) :756.252

Mode 27

Fréquence : 163.9953
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Les résultats obtenus avec la méthode d’approximation de Padé sont comparés aux

résultats des méthodes d’approximations classiques tel que la méthode d’approximation

des forces aérodynamiques non stationnaires telles que les méthodes LS et MS et la

compilation se trouve dans le tableau suivant :

Tableau I11

Comparaison de battements en boucle ouverte

selon les méthodes d'approximation

Option Battement 1 Battement 2
Vitesse! Fréquence | Vitesse| Fréquence
2lags 453,37 77,55 914,72 137,57
3lLags 451,92 77,55 929,52 136,51
LS 4lags 443,11 77,55 883,84 139,17
5lLags 442,90 77,56 896,59 138,55
6 Lags 441,92 77,56 885,22 138,45
2lags 448,83 77,56 938,62 127,69
3lLags 443,42 77,57 912,34 134,87
MS 4lags 445,96 77,56 930,33 134,65
5Lags 444,15 77,56 819,25 137,33
6 Lags 444,39 77,55 907,22 135,80
[4,2] 445,05 77,59 762,24 163,33
Notre [5,3] 44554 77,59 765,25 163,99
Méthode [6,4] 44555 77,59 762,11 163,34
[7,5] 44555 77,59 756,25 163,99
[8,8] 445,55 77,59 765,25 163,99
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On constate que notre méthode utilisant ’approximation de Padé est meilleure que les
méthodes LS et MS, c'est-a-dire que les vitesses de battement convergent plus vite dans

le cas de notre méthode.

5.4.2 Boucle fermée (Méthode p)

L’analyse de battement étudiée dans cette partie concerne le modéle ATM dans une
boucle fermée pour lequel on a fait la conversion des forces aérodynamiques. Nous
allons considérer seulement le cas ol I’approximation de Pad¢ est calculée au voisinage
de x=0.5

Les résultats obtenus par le programme p sont de la forme suivante :

1° cas : Approximation de Padé d’ordre [4,2] au voisinage de x=0.5

Padé~{4-2] Méthode P - Fréguence vs Amortisserment

Mode élastique 1
Mode élastique 2
Mode 2lastigue 3
Mode élastique 4
Mode élastique 5
Mode élastique B
Mode élastique 7
Mode élastique 8
Mode de commande 1
Mode de commande 2
idode rigide 1

300_x ............. , ............. ............. ............. .............

HVARPQOO*+ x0O

X}
8

@
3

Fréquence {rad/s)

Amoitissement g™200

Figure 5-46  Méthode p - Courbe de la fréquence en fonction de ’amortissement pour

une approximation de Pad¢ d’ordre [4,2]
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Padé~[4-2] Méthode P - Fréquence vs Vitesse équivalent

Mode élastique 5

350,..,,...._E .......... R s e Wt Sastigre
: L R R Mode élastique 2

Bl i 2 : Rl ; bl : Mode élastique 3
O e IR v B o [ . Mode élastique 4

Wode élastiqua 8
Mode élastique 7
tdode élastique 8
Mode de commande 1
Mode de commande 2
Moda rigide 1

¥GLPIODE+ O

Fréquence (radés)

d SE ; i ; i i ;
0 50 100 150 200 250 300 380 400

Vitesse équivalente (Moeuds)

Figure 5-47 M¢éthode p - Courbe de la fréquence en fonction de la vitesse équivalente

pour une approximation de Padé d’ordre [4,2]

Padé~[4-2] Méthode P - Amortissement vs Yitesse équivalente

tode élastiqus 1
Mode élastique 2
Mode élastique 3
Mode élastique 4
Mode élastique 5
Mode élastique 6
IMode élastigue 7
Made élastigue 8
Mode de commande 1
Mode de commande 2
hode rigide 1

#GADGODO*+ O

Amortissement g*200

) i H : i L i i
2 1} 50 100 150 200 250 300 350 400
Vitesse équivalente (Noeuds)

Figure 5-48  Méthode p - Courbe de I’amortissement en fonction de la vitesse

équivalente pour une approximation de Padé d’ordre [4,2]



95

Battement 1
Vitesse (Noeuds) :287.61
Mode : Commande 1
Fréquence :51.10

2° cas : Approximation de Padé d’ordre [8,6] au voisinage de x=0.5

Mode slastigue 1
Mode lastique 2
Mode élastigue 3
Mode glastigque 4
Mode élastique &
Mode élastique &
Mode élastique 7
Mode élastique 8
Made de commande 1
Mode de commande 2
Mode rigide 1

] S R S SR S

280+

*TLDPGOOF+ xO

Fréguence (rad/s)
[
g

g

2 15 10 5 o 5 10
Amortissement g*200

Figure 5-49  Méthode p - Courbe de la fréquence en fonction de I’amortissement pour

une approximation de Padé d’ordre [8,6]
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Padé~[8-8] Méthade P - Fréquence vs Vitesse équivalente
L1 e .

Mode élastiqus 1
Mode &lastiqus 2
Made élastique 3
Mode élastique 4
Moda élastique 5
Mode élastique 8
Mode élastique 7
Mode élastique 8
tMode de commande 1
Mode de commande 2
Mode rigide 1

250

RTADPIOD %+ x 0O

L)
o
S

Fréquence (rad/s)

" i i ; ; ; i
0 &0 100 150 200 250 300 350
Vitesse équivalente {Noeuds)

i
400

Figure 5-50  Méthode p - Courbe de la fréquence en fonction de la vitesse équivalente

pour une approximation de Padé¢ d’ordre [8,6]

Padé~[8-6] Méthode P - Amortissernent vs Yitesse équivalents

Mode élastique 1
Mode élastigue 2
Made élastigue 3
Mode élastique 4
Mode élastique 5
Made élastique B
Made élastique 7
Mode &lastique 8
Iode de commande 1
Mode ds commande 2
Mode rigide 1

¥TADLODN#+ x 0

Amortissement y*200

; ; ; H i P
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Vitesse équivalente {(Noeuds)

20 i

Figure 5-51 Méthode p - Courbe de I’amortissement en fonction de la vitesse

équivalente pour une approximation de Padé d’ordre [8,6]



Battement 1
Vitesse (Noeuds) :287.72
Mode : Commande 2
Fréquence 15115

Tableau IV

Comparaison de battements en boucle fermée

selon les méthodes d'approximation

Battement 1
Vitesse | Fréquence

2lags 262,84 51,74
3lags 260,17 50,76
LS 4 Lags 260,01 51,18
5Lags 261,71 51,44
6 Lags 260,98 51,17

2lags 261,27 51,54
3lags 261,52 51,52
MS |4lags 260,80 51,28
5lags 260,97 51,39
6lLags 262,00 51,67

[4,2] 287,72 51,15
53] 287,66 51,13
6,4] 28761 51,11
[7,5] 287,61 51,12
[8,6] 287,61 51,10

Option

Notre
Méthode
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CONCLUSION

Ce travaill nous a permis d’explorer la méthode d’approximation des forces
aérodynamiques non stationnaires et leur conversion du domaine fréquentiel au domaine
temporel en utilisant une approche par identification. Cette méthode permet de mettre
chaque élément de la matrice forces aérodynamiques non stationnaires sous forme d’une
fonction de transfert. La fonction de transfert obtenue par la méthode Padé est souvent
d’ordre élevé qui n’est pas toujours réalisable au point de vue stabilité. Afin de pouvoir
réaliser cette fonction de transfert, on procéde & une réduction de son ordre par la
méthode de réduction de Luus Jaakola & I’aide d’algorithme de recherche opérationnel
qui est fiable pour les petits systémes mais qui ne garanti pas forcément des résultats

fiables pour des systémes de grandes dimensions.

L’étude menée dans le cadre de ce travail est publiée dans un article de conference™ et
nous a permis de constater que les résultats obtenus par la méthode d’approximation de
Padé sont de tres bonne qualité comparés aux méthodes classiques d’approximation des

forces aérodynamiques non stationnaires telles que les méthodes LS et MS.

Des travaux futurs pourraient apporter des améliorations a cette méthode
d’approximation et la rendre plus efficace. On citera entre autre 1’utilisation des
polyndmes de Chebyshev au lieu des polynémes de Padé pour garantir une erreur
minimale et uniforme sur tout P'intervalle de fréquence pour lequel on veux réaliser
I’approximation des forces aérodynamique. A 1’aide d’algorithmes d’optimisation tel
que I’ algorithme de Rémés et de la méthode Differential Correction Algorithm (DCA)
qui ont la propriété de produire des approximations rationnelles minimales en ordre
(Degré du numérateur et du dénominateur). Ces algorithmes ont I’avantage de minimiser
dans ’espace des fonctions continues I’erreur d’approximation et permettent I’obtention

de bornes rigoureuses des erreurs de troncature. La réduction du modele peut se faire
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avec d’autres méthodes de réduction de la dimension utilisées de fagon systématique
dans le design des contrdleurs pour des systemes de grande taille (ordre >1000). 11 existe
plusieurs algorithmes permettant la réduction de ordre du modéle dont le LRSRM
(Low Rank Square Root Method) et LRSM (Low Rank Schur Method).



ANNEXE

LE MODELE DE TEST DE L’AVION ATM
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Le banc de test STARS

Le logiciel STARS, développé par la NASA, est un ensemble de routines qui permettent
de mener une analyse multidisciplinaire sur les systémes linéaires et non lin€aires, sur le

calcul des éléments finis, sur le transfert de chaleur, I’aérodynamique et sur le contréle.

Modélisation structureile de
Taéronef en éléments finis

¥
i Analyse vibratoire ‘
Option pour I'entrée de e 4
donnéss mesurées ¥
Modélisation aérodynamigue
{Méthode de panneaux)

tnterpalation des donnges du
modéle

¥

Caleul des forces adrodynamiques

Equations généralisée du .| Solution de battement par les
mouvement de |'aéronef méthades (p et pk)

¥
Approximation de Padé des forces
aérodynamiques

Formulation de fa dynamique sous
forme d'équation d'état (A,B)

Solution de battement dans
Pespace d'etat

l Capteurs de sodiss {C,D) }

ki
e Augmentation des eléments
ly analogiques L
Augmentation du contrdleur Augmentation du contrdleur
analogique numérique (technique hybride)
A
)
i : i
Reéponse en fréquence (Marges de Solution des racines du contour
gain et de phase) {Amortissement et fréquence)

Figure A-1  Architecture du logiciel STARS
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Le modéle structurel ATM

L’avion étant symétrique par rapport a son plan longitudinal, il a suffit alors de

modéliser en éléments finis seulement la moitié de ’avion comme suit :

Empenage vertical

Figure A-2  Modélisation de I'ATM a ['aide d'éléments finis

L’analyse vibratoire

L’analyse vibratoire permet de calculer les degrés de liberté indépendants 1 du modele
de I’avion et elle permet aussi de trouver la matrice de forme @.

Le modéle ATM généré par STARS donne 13 degrés de liberté :

3 modes rigides

8 modes élastiques

2 modes de commande



103

La figure suivante illustre les huit modes élastiques correspondent aux déformations
structurelles qui découlent de la flexibilité¢ de ’avion, ou la flexion est notée par B

(Bending) et la torsion par (Torsion).

,.f/—— Muate 4, i 1

Figure A-3  Les modes élastique de 'ATM



104

La figure suivante illustre les trois modes rigides correspondant aux déplacements
rigides autour du centre de gravité de 1’avion (translation, roulis et lacet) et les deux
modes de commandes correspondant aux déplacements angulaires des ailerons et de la

gouverne de direction.

Figirhheindy LR,
Fey et oo

e,
e Yy,
g S
gt
e -
’\
-

Bighin sty priads,
Aeramittigy prokian

1
£ ] i wede
e ’ix\_ r Thege ot
4 -
e,

1

Ry et 3 . . )
RO OGR S Lupitral gk,
Sy Fenidtr s

e,

Figure A-4  Les modes rigides et de commande de I'ATM
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La méthode DLLM

Les forces aérodynamiques sont calculées sur 1’avion par la méthode des doublets
(DLM). Le modele d’avion est formé par des panneaux dans lesquels les forces
aérodynamiques non-stationnaires seront calculées. La méthode des doublets (DLM) est
utilisée pour générer les forces aérodynamiques. Pour un nombre de Mach M et une
fréquence réduite k, les forces aérodynamiques pour tous les panneaux sont regroupées
pour former une matrice 0 qui dépend du nombre de Mach M et de la fréquence

réduite £.

A P’aide de la matrice de forme @, la matrice des forces aérodynamiques généralisées
dans I’espace des modes est transposée pour obtenir la matrice modale des forces
aérodynamiques généralisées O qui dépend du nombre de Mach M et de la fréquence

réduite k. Le modele aérodynamique de ’avion ATM est représenté a la Figure A-S.

Figure A-5  Modélisation aérodynamique par DLM
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Modéle aéroservoélastique

Le banc de test d’avion ATM comprend aussi tous les éléments qui caractérisent un
systétme aéroservoélastique et qui constituent les lois de contrdle. Ces deux lois de
contrOle relient les capteurs de roulis et de lacet aux ailerons et aux gouvernes de

direction.

Chaque loi de controle incorpore la dynamique des capteurs, les filtres, les contrdleurs et
la dynamique des actionneurs. Le schéma bloc des lois de contréle du modéle ATM est

présenté a la Figure A-6.

Filtre Capteur de roulis
x | Q.1 L@ A3
} S4+11s+10 | S +193s+137
Actionneur Angle de roulis
- d'aileron Gouverne
+ 01545 20 daileron ,
s s+20 g Avion
Actions
du Contrdleurs 3 modes rigides
pilote T 8 modes élastiques
20 2 modes de commande
s+20 Gouverne
Actionneur de direction
de direction Angle de lacet
’ 0.1s L _137%
s+0.1 s*+193s+137
Filtre Capteur de lacet

Figure A-6  Boucles de contréle du modele ATM
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